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مقد مس 1 —; 
عزيزي الدارس» مرحبا بك إلى هذا القرر: 

хэд‏ الریاضیات الركيزة الأساسية التي تعتمد علیها العلوم الختلفة ولا 
سیما الانسانیة-مل عله الادارة والحاسبة والاقتصاد» حیث تستخدم کادوات 
وآسالیب رياضية لتطویر هذه العلوم وتحقیق آهدافها وترشید قراراتها. 

ويعد الأسلوب الکمي-وهو ریاضی- آداة الدارس والباحث بے دراسة 
وقیاس وتحلیل العدید من الشکلات. 4 الحاسبة ولدارة الانتاج» والتسویق 
ودراسة الجدوی للمشروعات. والتخطیط الاقتصادي على الستوی القطاعي 
والدولة. كما أن آدوات التحلیل الکمي الا خری کالاحصاء؛ وبحوث العملیات 
ونظم العلومات اعتمدت على الریاضیات ب2 صياغة قوانینها لتصبح علوما متميزة. 

بن ]كل تا کار بای utu уе ын аа‏ الکاس اسنا 
لجالا L usss‏ رت алх у‏ 2 اة ولكن قاين سم یات اسف 
والدارسین 3 оза‏ الجالات فضلاً من قاين احتیاجاتهم إلى t‏ الأسالیب؛ وأن ما 
يقدم لهم من آسالیب رياضية لیس هدفاً ب حد ذاته ولکنه وسيلة لفهم آعمق وأدق 
alan Ai‏ فا p‏ اکتا alas alliki; ku хн t.‏ کاخ kasi‏ الوضوهات 
التي یحتویها هذا القرر وأسلوب العرض الذي يركز على الأساسیات والتطبیق 
أكثر من اللجوء إلى التجريد الذي قد يباعد بين الدارس والباحث وبين تلك 
الأساليب. 

وتتمثل أهمية هذا المقرر من أهمية الدور الذي تلعبه الرياضيات: التي تعد 

الركيزة الأساسية التي تعتمد عليها الكثير من العلوم الطبيعية والإنسانية. 

ونظرا لاح الدراسة الحديةة ا کلیات العلوم الادارية تتطلب آن یلم الطالب 
بالقدر АЗУ‏ من الأسالیب الرياضية حتی یمکن مرکا قدراته لدراسة القررات 
الختلفة ب كافة الجالات الادارية والحاسبية» فان تقدیم هذا القرر روعي عند 
اختیار مفرداته آن كلاقم حاجة طالب کلیات العلوم الاداریة. 


وختاماً أسأل الله آن أكون قد وفقت 3 شیع محتویات هذا القرر بصورة 
ميسرة تفید الد ارسین والباحثين بمختلف تخصصاتنهم. 


عزيزي الدارس» بهدف هذا المقرر إلى تعريفك بالأساليب الرياضية الختلفة 
مدق اساسا гоа А ах о Ы‏ ات 
والتبادیل والتوافیق» ونظرية ذات الحدین» والمحددات» والصفوفات: وحل العادلات 
الخبرنت والعلاقات ай‏ والنيايات :و اهال والتفاضل» وتطبيقات التقاضل 
بالاضافة إلى التکامل. 


Аа аЙ الأآهد اف‎ 


یتوقع منك- عزيزي الدارس- أن تکون قادرا على آن: 

а Маал ан] 

2- تصوغ الشاکل الاقتصادية والاجتماعية والتعبیر عنها ب4 آسلوب رياضي. 

3- تسهم 2نا تکوین بعض الاتجاهات الرياضية السليمة وتنمیتها. 

4- تستخدم الأسالیب الرياضية لتحلیل العلوم الاقتصادية والادارية. 

5 شض القراق التظورۃ والاسالیب дайнд уд‏ السا اة 

6- تكتسب الهارات الأساسية للتعامل مع النماذج الرياضية. 

7- تنمي القدرة على الابتكار. 

8- تعرف التفكير الاستدلالي ب2 الرياضيات. 

9-تتعرف على أهم تطبيقات الرياضيات ب2 الحياة العملية. 

وقد تم تصميم هذا المقرر لتحقيق الأهداف السابقة» وهو يتألف من اثنتي عشرة 

وحدة دراسية» تشتمل على عرض ومناقشة تفصيلية لكافة الجوانب الأساسية 

ал‏ بدراسة لٹ وقد kani‏ هذا الٹرر عن لد ات ای 

ага!‏ ی تفه تافلت رش اا فن аа аз‏ الح 
والسالبة» واستخدام الأسس 3 تبسیط القادیر الجبرية» وحل العادلات 
الآسية. 

الوخدة сэ гн ИШ) t Sis‏ :وقد сагаан kn‏ أهمية :2 :05 см‏ والمعاذلة 
kaso Le M‏ وق انین الاوغازضات و اللو قارات Зууды!‏ 
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الوحدة 228 )22121442( وقد قاورتم مسا Ав‏ سن الفاديل 
والتوافیق؛ وتعریف التبادیل» وقوانین التبادیل وتعریف التوافیق» وقوانین 
الته افیق والملاقةبین اتقادل والتوافیق: 

الوحدة الرابعة: (نظرية ذات الحدین): وقد تناولت هذه الوحدة مفهوم نظرية ذات 


الحدین؛ والحد العام نگ asha‏ النظرية» وایجاد معامل Х"‏ جا увда‏ 
ذات الحدین وایجاد الحد الخالي من X‏ 2 مفکوك ذات الحدین. 

الوحدة الخامستة: (الحددات): وقد تناولت مقدمة عامة عن الحددات. وتعریف 
الحدد» ورتبة الحدد وایجاد قيمة الحدد من الرتبة الثانية والثالشة 
араша‏ قافدة سازس لایخاه 2 4 ааа, далан‏ بالإضافة إل 
كراهن ай дан‏ 

الوحدة السادستة: (الصفوفات): وقد تناولت هذه الوحدة مقدمة عامة عن 
اتلستفوفات» وتعریف «Дауд АМ‏ و رتبتهاء وانواع الصفوفات؛ والعملیات 
الجبرية على الصفوفات بالإضافة إلى ایجاد قيمة محدد المصفوفة من الدرجة 
الثانية والثالثة. 

الوحدة السابعة: (المعادلات الجبرية): وقد تناولت مقدمة عامة عن مدى أهمية 
элээ то тах оло‏ وساتا 
الدرحة الان وحل معان ادرک القائية وانستخدام уг ээл‏ فرفاٹ 
فاحل аы аа‏ 

الوحدة الثامنة: (العلاقات والدوال): وقد تناولت А ае А адда‏ عن العلاقات 
والدوال. وتعریف العلاقة. وأنواع العلاقات والدوال وتعریفها وأنواع الدوال. 

الوحدة التاسعة: (النهایات والاتصال): وقد تناولت مقدمة لمدى أهمية النهایات. 
وتعریف النهایات» وحالات عدم التعیین» وقوانین النهایات وحساب نهاية 
دالة عند قيمة معينة» ونهاية الدالة عند اللانهاية. والاتصال وتعریف 
الاتصال. 

الوحدة العاشرة: (التفاضل): وقد تناولت التفاضل: وتعریف معامل التفاضل الأول» 
وقوانین التفاضل, والشتقة الأولی للدالة والشتقات من رتب آعلی. 

ال 501 ааа 24425023 u bol etla алаг‏ 
افر Shan‏ مایت дэ‏ وید ی الداثة Да‏ 
الانقلاب بالاضافة إلى بعض التطبیقات الاقتصادية للتفاضل. 


الوحدة الثانية عشر:ة: (التحامل): وقد تناولت А алда‏ عن مدی أهمية 
الاکائل سرف کاب :24:54 ваа‏ واكلاف الا 
ЕСИ‏ لحساب متا التو من التكامل. 
ويحتوي المقرر على العديد من الأمثلة ومجموعة من التدريبات المحلولة 2 
نهاية کل وحدة دراسية» بالإضافة إلى أسئلة التقويم الذاتي والتعيينات تتيح 
للدارس الفرصة للتدريب على محتويات كل وحدة دراسية. 


مصاد ر اللعلم: 


المرجع الرئيسي للمقرر هو كتاب مقدمة 32 الرياضيات للعلوم الإدارية؛ 

د. سعيد أحمد حسن. 

عزيزي الدارس» ولمزيد من المعلومات والاستفادة 4 هذا المجال يمكنك 

الرجوع إلى المراجع الآتية: 

1. آحمد. فاروق عبد العظيم وآخرون( 1984): مقدمة 2 الرياضة البحتة 
للتجاريين» منشورات دار المطبوعات الجامعية. الإسكندرية: جمهورية مصر 
العربية. 

2 الجاسرء إبراهيم عبدالله (2003): مقدمة 2 الرياضيات للعلوم الإدارية 
والاجتماعيتة. الطبعة الأولى» مكتبة الملك فهد الوطنية للنشرء الرياض: 
المملكة العربية السعودية 

3. باروم› зах!‏ محمد وآخرون (1988): الریاضیات 2 الاقتصاد والإدارة» الطبعة 
الخامسة. دار الشروق للنشر والتوزيع» جدة: المملكة العربية السعودیة. 

4الوحيشي. جمال آحمد وآخرون (2010)ء الریاضیات للعلوم الادارية» الطبعة 
الرابعة » منشورات مركز الامین » صنعاء ¿ الجمهورية اليمنية. 

5. حسن» سعید آحمد وآخرون (2005): الریاضیات للعلوم الادارية. الطبعة 
الثالثة» منشورات مركز الأمبن» صنعاء: الجمهورية اليمنية. 

6 متولي» مختار محمد. (1993): الأساليب الرياضية للاقتصادیین الطبعة 
الأولى» منشورات جامعة اللك سعود» الریاض: المملكة العربية السعودیة. 

7 مصطفى» آحمد فتحي وآخرون . ( 2002): مقدمة 2 الریاضیات للع وم 
الادارية. الطبعة الأولی» منشورات جامعة اللك سعود ‹ الریاض: المملكة العربية 
السعودیة. 
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1 المقد من: 


1 تمهيد : 

«ов 83 عزيزي‎ 

مرحباً بك إلى هذه الوحدة؛ 

تتألف هذه الوحدة (الأسس) من خمسة أقسام رئيسة» حيث يزودك 
القسمان الأولان بمادة تمهيدية» وخلفية عامة لبعض العمليات الجبرية بالإضافة إلى 
تعريف الأسس. أما الأقسام الثلاثة الأخرى (خواص الأس» والأسس الصحيحة 
الموجبة والسالبة» واستخدام الأسس يے حل المعادلات الأسية) فهي مكرسة لتأكيد 
أهمية الأسس 3# تبسيط العمليات الحسابية. 

وتساعدك الوحدة الأولى - عزيزي الدارس- على فهم الأسس وخواصها. 
وقد حرصنا 2 الوقت نفسه على أن تقدم لك مادة تعليمية تشتمل على أمثلة منوعة 
وتدريبات وأسئلة تقويم ذاتي كفيلة بتلبية احتياجاتك التعليمية. 


1.. أهداف الوحدة : 


عزيزي الدارس» مرحباً بك إلى دراسة الوحدة الدراسية الأولى وهي بعنوان " 
ار 7 والذي یتوقع منك بعد دراسة هذه الوحدة أن تكون قادراً علی آن: 
1. تتعرف على الأسس. 


3. تمیز بين الأساسات التشابهة وغیر التشابهة. 
4. تمیز بين الأسس الصحيحة الوجبة والسالبة. 


6. تتعرف على تبسيط العملیات الحسابية. 
7 تذکر العلاقة الرياضية لحل العادلات الآسية. 


Ji‏ الأولی 


1. اقسام الوحدة: 


عزيزي الدارس. ألفت انتباهمك إلى أن هذه الوحدة تتحون من خمسة 4 أقسام 
رئيسة ة أعدت لكي تحقق الأهداف الاساسية لبذه الوحدة» حیث ارتبط القسم 
الثاني بالهدف ИКТ‏ الذي يركز على تعريف الأسس. 
و القسم الثاني تناولنا فيه تعریف الأ سس الصحيحهة الموجبة والسالبة» 
والصور العامة لقوانبن الأسس. وهذا یحقق البدف الثاني والثالث والرابع من آهداف 


الوحدة. 

وبینا 2 القسم الثالث الصورة العامة للأسس الكسرية الوجبة والسالبة» 
وهذا یحقق البدف الخامس. آما 2 القسم الرابع فقد تم الترکیز على استخدام 
الأسس © تبسیط القادیر الجبرية» وبهذا تحقق الپدف السادس. 

وتناولنا 2 القسم الخامس استخدام الأسس 2 حل العادلات الأسية» وهذا 


1.. القراءات المساعدة: 


تمثل المراجع الآتية قراءات إضافية مساعدة تتعلق بالموضوعات المتضمنة 2 هذه 

الوحدة» آمل عزيزي الدارس أن تساعدك 2 المزيد من التعمق 2 مفردات المادة 

العلمیة 0 لارتباطها الوثیق بهذه الوحدة. 

1. باروم. احمد محمد وآخرون (1988): الریاضیات 2 الاقتصاد والادارة 
الطيعة الخامسة» دار الشروق للنشر والتوزیع» G‏ المملكة العربية 
السعودية. 

2 .الوحيشي»› جمال أحمد (2010): الرياضيات للعلوم الاداريتة. الطبعة 

3. حسن» سعید احمد وآخرون (2005): الریاضیات للعلوم الادارية» الطبعة 

3. مصطفی؛ احمد فتحي وآخرون . ( 2002): مقدمة 2 الریاضیات للعلوم 
الادارية الطبعة الأولی» منشورات جامعة اللك سعود » الریاض, المملكة العربية 
السعودیة. 


1 الوسائط التعليمية المساعدة: 


عزيزي الدارس» لكي تتحقق آهداف هذه الوحدة يجب عليك أن تقوم بالاتي: 
СЭР": Ф‏ الادة العلمية واستیعابها استیعاباً ا وحل التدریبات التي وردت 2 هذه 


الوحدة. 


1 ما تحتاج إليه لدراسة الوحدة: 


دفتر وقلم. 
2.9 آثناء دراسة الوحدة حاول الاجابة عن جمیع أسئلة التقویم الذاتي» حيث 


تساعدك 4 مراجعة مفردات الوحدة بالإضافة إلى دراسة التدریبات فهي 
تکسبك الهارات لتعلم المادة العلمية 


ла уе 2‏ لیعض العملیات الجبریہ: 
1.2 الأسس واستخداماتها: 
تستخدم الأسس 2 تبسيط العلمیات الحسابية التي ثجری على القادیر 


2. تعریف الأسس: 
151 كان لدینا القدار: 


2x2 x 2 x2 


قانه یمکن كتابته 2 уда‏ 8 مختصرة هی: 


وتقراً: 2 آس 4 آو 2 مرفوعة للقوة 4ء حيث يطلق على العدد "2 الآساس 
والعدد " 4 ' الأس أو القوة. وعلى ذلك فان الأس هو: القوة التي یرفع إليها الأساس. 
ар‏ ا کا تا ود کیتی X‏ ) مضيرويا BP‏ نك “aC‏ 


المرات» فانه يمكن التعبير عن ذلك .2 صورة مختصرة كما يأتي: 


XxXxXx..x X =X" 


الوحدة الأولى 


حیث : 


K‏ هيازة هن الا سافن 


. عدد صحیح موجب‎ : n 
وسنتناول 4 هذا البند الأسس الصحيحة والكسرية الموجبة والسالبة:‎ 


3.2. الأسس الصحيحة: 


x" x х" х.х xL == ўн Ө 


ومعنی هده الخاصیة: 2 »11 اجراء عمليات الضرب غلى المقادير الجبرية 
المتشابة الأساسات» فإن حاصل عملیات الضرب تساوي أساسا واحدا منها ٹم جمع 
الأسس التی رفعت إليها الاساسات. 


آوجد الناتج النهائي للمقادیر الاتية : 
(с) хіх X°‏ 32 33 


الحل: ارشادات الحل: 
الأسا ات 
32= 
متشابهه» وبالتالی 
5 : 1 
243= 


=x 6‏ 
9 یلاحظ .2 الثال السایق أن الأساسات متشابه 2 كل من «а, Б, С)‏ 
وبالتالي فقد تم آخذ آساس واحدِ 2 کل منها ثم جمعت الأسس التي 
رفعت الیها تلك الأساسات. 


اوجد الناتج النهائي للمقادیر الآتية: 
"وير (а) Хх Х" (6) 22 х3? OFS (dya‏ 


معنی هذه الخاصیة: 2 حالة إجراء عملیات القسمة إذا اتحدت الأساسات فانه یتم 
231 آساس واحدِ منها ثم نطرح الأسس 2 القام من الأسس 2 البسط. 


مثال2: 
85 آوجد الناتج النهاتي للمقادیر الاتية : 


34 Y° 10Х* хү? 
(а) 22 (b) РЕ (С) 5 کی‎ 
3 Y 2Х-х Y 
الحل:‎ 
4 А 
(а) 2 _ 34-2 432 إرشادات الحل: و‎ 
22 پلاحظ ۶ هذا الغال‎ 
6 کل‎ э آن: الأساسات‎ 
6ن = گے رمم‎ -3 = ү? i 
ү? من | لبسط والقام‎ 
(С) 102 х Ү? 2-8 х! -3 2 متشابهه. وبالتالي تم 2- 3پ‎ 


طرح الأس بے القام من 2X3 x Y2 Ш‏ 
| الاس خ البسط. x Y =5XY‏ ۲ 5 - 


أي أساس أسه صفر ¿ فإن قیمته =1 


أمثلة توضيحية: 


ومعنی هذه النتيجة آن: آي حد آو مقدار جبري أو عدد حقيقي مرفوع إلى (القوة) 


صفرء فإن: قيمته = 1 


اوجد الناتج النهائي للمقادير الآتية: 


(b) x (O) 49 x 39 


(E Ea KITE) (з) 


ومعنی هذه الخاضية: إذا كانت (ХЭТ)‏ مرفوعة J|‏ قوة آخری ولتکن О)‏ 
فان القدار الناتج هو عبارة عن الأساس مرفوعاً لحاصل ضرب القوتین (1<0 ): 


حیث يتم ضرب الأس الداخلي © الأس الخارجي. 


الوحدة الأولى 


آوجد الناتج النهائي للمقادیر الاتية: 


(a) (¥2) (b ( 2X352 


أالحل: 
ارشادات الحل: Y‏ = ۲ رم 
پلاحظ آنه: 6 
=Y‏ 
وضرب الأس 


الخارجى. 


шах? 


(X x Y x...x Z)" = X" x Y" x... x Z" (4) 


القوة ولتكن )11( يساوي حاصل ضرب تلك القادیر مرفوعة لتلك القوت بمعنی آن 
آس القوس هو آس لجمیع العوامل المضروبة داخل القوس (قانون التوزیع). 


1 
: آوجد قيمة الناتج النهاتي للمقادیر الاتية‎ 
(a) (Xx ۷ ( ۰ (b (3X<xY) (С) (2 Х?х Yx 72)? 
الحصل:‎ 

3 3پ_‎ 3 = 
0 9-2 8 إرشادات الحل:‎ | Ш 
-ХГҮ? جح چ  ل جد جج‎ 1 
= یلاحظ بے هذا الثال‎ 2 
ХООЛ “ву 
(b) (3Xx ҮЭ! =32 x X2 x ү? lass = 5 


=9Х? ү? القوس على جمیع‎ 
تطبيقا للخاصید.‎ 2 
(O) (2 x x Yx 23 )2 - 22 x x 2, ү? х 7(3х2) к بی‎ 


=4X 4 26 


الوحدة الأولى 


ارشادات الصل: 


توزیع أس القوس 
على العوامل 
الضروية 
والقسومة داخل 


| القوس. 


| Хх..х7, | _ X ×..× Z enn (5) 
Yx ...xm < x...x m" 


وتبین هذه الخاصية آنه: 2 حالة القسمة 1М‏ اختلفت الأساسات وکان القوس 
مرقوعا 3,214 (n)‏ فان أن القوس هو أس لجميع العوامل المقسومة. 


آوجد قيمة الناتج النهاتي للمقادیر الاتية: 


3 
Xx Y 102 
3 b 
214 لس اه‎ 
الحل:‎ 
ГХхҮГ хү 
(a) ۳ و وم‎ 
L Z>xm | Zm 
Ё 102 _ 00 
( ) | 5X2 x ү? = 52 پر 00ح ٭‎ ү®2 5 
_ 10085 _ 4X 
25X ۲ YŠ 


(a) (2 X2 23 


أوجد الناتج النهائي للمقادير الآتية: 
9X5 x YŠ‏ 


(C) 
3X x Y^ 


أسئلة التقویم الذاتي )1( 


اوجد الناتج النهائي للمقادیر الاتية: 


(a) ( 2 Y2 ( رم‎ )3 )2 (© 8 


XY) 4‏ و 
(d) == J (e) =)‏ 


2 الأسس الصحيحة السالبة: 
.2 هذا البند -عزيزي الدارس- سوف نتناول الحالة التي يكون فیها الأس سالبا. 


یلاحظ 3 هذه العلاقة آنه: تم تحویل القدار من البسط إلى القام وتغيير اشارة 
الس من (۔) إلى (+). 

ويمكن القول أن جميع قوانين وقواعد الأسس الموجبة التي تناولناها سابقاً 
صالحة للتطبيق 2 حالة القوة السالبة. والجدول الآتي يبين ذلك. 
xm Хэ" ҳоп + (—m)‏ 


= xm ~n 


Сх" عو‎ 5 xC nx —m) - 0×0 
0ر( ری‎ =x? y 
(x7 x y m үлэ s xnxL x ymxLro 


الوحدة الأولى 


الوحدة الأولى 


72. لأسس الكسرية 
تناولنا 4 البنود السابقة الأسس الصحيحة الوجبة والسالية. و2 هذا البند 
عزيزي الدارس» سوف نتناول الأسس الكسرية الموجبة والسالبة. 
#الصورة العامة للأسس الكسرية: 


p/q 
x 


يلاحظ من خلال الصورة السابقة أن قوة الأساس СХ)‏ عبارة عن суа‏ 


۲ qI sP g Р . Те 
بمعنى انه‎ 6 x تلك + صورة آخری مكافئة لبا هي:‎ L ویمکن کتابته‎ 
یمکن کتابة الصورة الأسية 2 صورة جذر» حیث دلیل الجذر فیها عبارة عن مقام‎ 


أوجد قيمة القادیر الاتية : 
(a87? (6)16'*  (C)1257 (d16 П‏ 
الحل: إرشادات الحل: 
1.يتم تحلیل الأساس. 
3 32 بيع سرب ان 
7 = االداخلي یڈ الأس 


الخارجي. 


- 22 -4 


(b)16!/4 - ” بش‎ 
= 2 </4 


= 2 


(c) 1252/3 = 73 
2 3ھ‎ 


2255-2525 


(4)16272 = ۳2 


24372 


64 2° = 
وتعمیماً للملاقة السابقة فإن الجذر النوني ل" X‏ " یعرف كما يأتي: 


Е хі!"‏ اہ 


یلاحظ انه تم تحویل صورة الجذر إلى صورة آسية مقام الأس فیها عبارة عن دلیل 
الس 


مثال7: 


ххэ!‏ قيمة القادیر الاتية 


(а) 3132 (6) ہد‎ (O Xt (8 Х 


الحل: 
[رشادات الحل: 
НЬ 1/5‏ 3 
(a) 37/ 32 = )32( МЕ ч‏ 
دو n‏ 25/5( = 
= 1 زم تعویل اور .225515 
3 الجذرية 1 
1 لجذرية إلى صورا =D‏ 327( 
Ааш! га‏ 3.1/3 
5 3 یتم إزالةالأقواس» 23351323 


وضرب الأس الداخلي 
بے الس الخارجي. 


(4) $x کو‎ 


(O) х? = (x 2 


: 2 20534512 
مثال6: 
آوجد قيمة القادیر الاتية : 
تاه 0© 2529( توم 
0 الحل: .سا 
2 یتم إزالة الأقواس» 
وضرب الأس الداخلي 
اشن الخارجي. 
3 3ں = 872/3 (a)‏ و طط 
(2/73-)×3ر = تغيير إشارة آس القدار. 
11 3727 ے 
4 22 


(b) 125 —2/3 =(53) 2/3‏ 
ارشادات الحل: 


—s3x )-2/3( 5‏ 
= سے لوس سے ہے 4 

25 52 5 وتوزيع الأس على 

2 إبدال القدارین‎ 632 (c) 2) на Хий” 

81 البسط والقام مع تفییر 


إشارة الأس. 


الوحدة الأولى 


2. استخدام الأسس 2 تبسيط القادیر الجبریة: 
عندما تحتوي العملیات الحسابية على عملیات ضرب وقسمة یمکن تبسیطها 
باستخدام خواص الأسس وذلك باتباع الخطوات الآتية : 
- تحلیل الأساسات إلى عوامل 4411 
- دمج الأساسات التشابهة لكل مقدار على حدة يے آساس واحد بتطبیق 
الخواص السابقة. 
- اختصار الناتج ووضعه 2 آبسط صورة. 


1252x 162 x 2° 6 x 9 
اھ‎ 1r 10" 
Ш 
االحصل:‎ 
1252x 162 x 22 
كح جح(‎ 
20 x 8 


(52)2 x )24(3 x تو‎ 2 | - 1 

خی 7 ۲ وص х 5) х‏ 22( 
عو 4483 

2 تم إزالة الأقواس. 2° х 27 x‏ 59 


وضرب الأس الداخلي ب2 27 پر کچ x‏ 2° 
الأس الخارجي. 2123-8-2 بر 56-4 - 


3.دمججالأساسات 


-52 x 7 
2 المتشابهة لكل مقدار‎ 
- анаа А 
2 32 


بتطبیق الخواص السابقة. 
4 اختصار الناتج ووضعه 
2 آبسط صورة. 


6557 Ш (2х3у"х (57) 
Ш 2*^ x 3” x5" 
5 3% х 54 x 238, 531 


_ 40-0 4101-41 70-40-0 
=2 х 3 х 5 


(b) 


x 3° x 5°‏ "2= 
x1 x1‏ "2= 
"2 
5.3.2. استخدام الأسس 4# حل العادلات الأسية: 
يمكن استخدام الأسس 2 حل المعادلات الأسية والتي تأخذ الصورة العامة 


| ё- | Ө 


كل من: C‏ , 3 أعداد حقيقية تختلف عن الصفر. 
ويقصد بحل المعادلات الأسية هو إيجاد قيمة الجهول X‏ . والبداً 
الأساسي _2 حل مثل هذه المعادلات هو محاولة وضع " C‏ 2-7 صورة أسية بحيث 
کون الأساس هو ايكيا ` 8 "۰ بمعنى يتم وضع " © " 2 صور: 3- © مثلا. 
وبناء عليه فان العادلة الأسية 2 العلاقة "1" تخد الصورة الآتية: 


шалан” 


هو: 210 26 » آي آنه 1 تساوی الأساسان يق الطرفین یتساوی ال سان وبالعکس 
إذا تساوی الأسان یتساوی الأساسان. 


الوحدة الأولى 


وفیما يأتي أمثلة على حل المعادلة الأسية: 


آوجد قیمة ( X‏ ) التي تحقق کل من العادلات الاتية : 


(a) 2X+5 -8 (b) 4Х-2 -9 
2Х-1 
О(3| =ó «@025)Х = 1252-4 
الحل:‎ 
(a) 2X+5 8 
Х--5-3 
X ح‎ 3-5 
وص‎ 
.. 22-2 _ [رشادات الحل:‎ 
(6) ۰.372 = 9 К 
ЭР а 282 للطرف الأيمن.‎ 
0-2-2 الأساسات متساوية‎ '.' 


.. الأسس متساوية. 


.X=2+2 :Х-4 


نک )8 

5 5° Ш 

: 5 ا 
,4" 

.. 22-1 <3 1 

:2Х-3-1 0 š 


الوحدة الأولى 


(1) 5 (25) - (12527 
OFFS نا‎ 


یلاحظ أن الأساسات بے | 


الطرفین تحتاج إلى تحلیل 

L=‏ يأتي: 

نفك الأقواس ونضرب 2Х 6Х-12‏ 

52۴ 25 20. 

.. 2X = 6X ~ 12 الخارجي.‎ 

۰ الأساسات متساوية. 26-202 -626.:. 

. .الأ تساوية. | 

.. 4X =12 ч سس متساوی‎ ۱ 
л = 3 


25 
49 


(а) 3۴*2 = 81 1 - ۵ sX-1 پر‎ 71-Х د‎ 


1-آوجد الناتج النهائي للمقادیر: 
х 16" х 93"‏ 270 

х 9753‏ "167 
291-2 قيمة (X)‏ التي تحقق العادلة: 


(a) J 27" x31 (b) 


3. الخلاصی: 


تناولت هده الوحدة مراجعة عامة لیعض العملیات الجيرية. حیث رڪزت 
على تعریف الأسس وخواصها واستخدامها 2 تبسیط العملیات الحسابية من 


ضرب وقسمة. 
وقد بینا آنواع الأسس الختلفة» الصحيحة الوجبة والسالبة» بالإضافة إلى 
الأسس الكسرية. ц‏ تناولت الوحدة آسلوب حل العادلات الاسیة. 
واشتملت الوحدة أيضاً على تدريبات متنوعة تفطي хааж‏ الفردات التي 
تناولناها بالإضافة إلى أسئلة التقويم الذاتي. 


цА 201 عن الوحدة‎ але (Аж 1.4 


عزيزي الدارس» من خلال دراستتا للوحدة الأولى التي ذکرنا فیها أن 
الأسس تساعدنا 4 تبسيط العلميات الحسابية وتمکنا من كتابة العلاقة 
الرياضية بين الرقمين З‏ , 81 2 الصورة: 81-4 والتي تعطي دلالة على 
аш Lana 3 эхин!‏ مراك وغلية فاخ Ш‏ 422412 كات هلاق 
وثيقة بالدالة اللوغاريتمية. ففي العلاقة السابقة تُعرف الأس 4 بأنه لوغاريتم 
العدد 81 للأساس 3. 

و2 الأسس كنا نبحث عن المقدار " × الذي آساسه ‏ 8 L.l‏ 2 


اللوغاريتمات فان البحث ينصب عن أس المقدارء وهذا الأس يطلق علية 
لوغاريتم المقدار. 


تدریب (1): 
(a) xà x xm 5 ҳат‏ 
4х 27 н‏ = 33 ير 22 )6( 
108 = 
х2? =2 П‏ تو (с)‏ 
(d) 4° х 4° =4°‏ 
تدریب (2): 
7" الأساسات متشابهة. .. يتم طرح قوة القام من قوة البسط. 
4 
81= 
5 
(b) - -ү?73 -ү?‏ 
٭ يتم تطبیق النتيجة. 
ات بے 4739 (С)‏ 
تدریب (3): 


Ф‏ آس القوس هو آس لجمیع العوامل الضروبة. وبالتالي فانه یتم ازالة القوس 
وضرب ای الداخلي 3 الأس الخارجي کما پاتي: 


(a) (2 X2 хү? = 23 23‏ 
ү?‏ 6 - 
asa‏ (جراء القسمة للاعداد الصسحيحة آولا شم نطرح کر القام من قوة البسط 
للأآساسات التشابهة. 
٭ آس القوس هو آس لجمیع العوامل الضروبة» وبالتالي فانه یتم ازالة القوس 
وضرب الأس الداخلي .2 الأس الخارجي كما يأتي: 


الوحدة الأولى 


Ї 6‏ یگ | رم 


2 2 
а 
_ 52 0х2); ү(х2) 


=25х* ү* 
(С) OK Y „в-а توب‎ 
3X x Y^ П 
= 72 
:)4( تدریب‎ 
يتم تحلیل الأساس للطرف الأيمن:‎ + 
(a) 5 38+2 = 81 5 +2 - 34 Ш 
و الآأساسات متساوية. “لاسن متساوية:‎ 
/Х-2-4 
X=4-2 L] 
„Х=2 
یتم تحلیل الأساس للطرف الأيمن:‎ » 
3 16 3 24 
2 3 - -4 
= 
20-Х ری‎ 
6066 1 
الأساسات متساوية. ..الأسس متساوية:‎ »" 2 
۱ 2 : 2 н “зү 
23-Х5--4 -Х--3-4-» Х--7 2 
Х-7 


# يتم إعادة كتابة الطرف الأيسر من التمرین كما يأتي: 
X-1 20‏ 
21 5 کے ی 0 


*.* الاساسات مساوية.. الأسس ша‏ 33 


6- المراجع: 
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7- التعیینات: 


السوال الأول: 
آوجد الناتج النهائي للمقادیر الاتية: 
x (32)"‏ )25( 
х 5۳‏ )10( 
X° x Y‏ 
X lx 2‏ 


12793 


8) 3X° Y 


(b) ХХ (O 


(d) 


السوال الثاني: 
آوجد قيمة ( × ) التي تحقق كلا من العادلات الآتية: 


(а) 6 45) (5) ХЭ بر‎ 


السؤال الثالث: 


أوجد قيمة القادیر الاتية: 


(а) 8125 00132 OOTY 


9 
: 
2 
5و 


الموضوع !)242 
Š‏ 
1. المقدمة зао‏ 
1. تمهيد ее‏ ا شی سر[ ЗОИ‏ 
1.. آهداف الوحدة CC‏ نہد 
1. آقسام الوحدة e‏ ار S In n‏ 
1 القراءات المساعدة зэм Ет‏ 
5.1. الوسائط التعليمية المساعدة 22-272-2 e ER‏ 
1.. ما تحتاج إليه لدراسة الوحدة 20222220 o‏ 
2. اللوغاريتمات 010107701017010 200 
2 أهمية اللوغاریتمات ES wa y:‏ ا 


2. المعادلة اللو غاريتمية S s‏ 4027 


— aJ .1 


1 تمهيد: 
عزيزي الدارس 
مرحباً بك إلى الوحدة الثانية التي تتناول؛ (اللوغاریتمات) وتتألف من آريعة 
آقسام رئیسة» حیث یزودك القسم الأول بتعریف اللوغاریتمات» وخلفية عامة. 
ویتناول القسم الثاني قوانین وخواص اللوغاریتمات متضمنا أمثلة توضيحية 
لتتمکن -عزيزي الدارس- من استیعاب تلك القوانین واستخدامها + الحياة 
العملية. 
ویرکز القسم الثالث على حل المعادلات اللوغاريتمية (إيجاد عناصر المعادلة 
اللوغاريتمية). ويتناول القسم الرابع اللوغاريتمات العشرية. 
وتساعدك هذه الوحدة على فهم واستيعاب اللوغاريتمية وخواصها. وحرصنا 
2 الوقت نفسه على أن نقدم لك مادة تعليمية تشتمل على أمثلة منوعة وتدريبات 
وأسئلة تقويم ذاتي كفيلة بتلبية احتياجاتك التعليمية. 
1. أهداف الوحدة: 


عزيزي الدارس» مرحباً بك إلى دراسة الوحدة الدراسية الثانية وهي بعنوان " 
اللوغاريتمات " والذي يتوقع منك بعد دراسة هذه الوحدة أن تكون قادراً على 
أن: 

1. تُعرّف اللوغاريتمات. 


2. تميز بين قوانين اللوغاريتمات المختلفة. 
3. تُعرّف اللوغاريتمات التي أساسها مختلف عن العشرة. 


4. تُعرّف اللوغاريتمات للأساس عشرة. 


1. اقسام الوحدة: 


عزيزي الدارس آلفت انتباهمك إلى أن هذه الوحدة تتحون من أربعة 
آقسام رئيسة آعدت لكي تحقق الأهداف الأساسية لہذه الوحدة» حیث آرتبط 


القسم الأول منها (تعريف اللوغاريتمات) بالہدف الأول» والذي يركز على 
مفهوم اللوغاریتمات و خلفية عامة. 


1.. اثقراءات المساعدة: 


تمثل المراجع الآتية قراءات إضافية مساعدة تتعلق بالوضوعات المتضمنة 2 
هذه الوحدة» آمل -عزيزي الدارس- أن تساعدك 3 المزيد من التعمق Э.‏ 
مفردات المادة العلمية D b;‏ لارتباطها الرشن بهذة الوحدة: 

1مصطفی؛ احمد فتحي وآخرون . ( 2002): مقدمة 2 الرياضيات للعلوم 
الادارية. الطبعة الأولی» منشورات جامعة الملك سعودء الرياض: المملكة 
العربية السعودية. 

2.باروم» أحمد محمد وآخرون (1988): الریاضیات 2 الاقتصاد والإدارة 
الطبعة الخامسة:؛ دار الشروق للنشر والتوزیع» جدة: المملكة العربية 
السعودية. 

3.الوحيشي» جمال أحمد (2010): الرياضيات للعلوم الإدارية» الطبعة 
الرابعة» منشورات مركزا لأمینء صنعاء: الجمهورية اليمنية. 


1 الوسائط التعليمية المساعدة: 1 
З‏ 


عزيزي الدارس» لكي تحقق أهداف هذه الوحدة يجب عليك أن تقوم بالاتي: 
#قراءة المادة العلمية واستیعابها استیعاباً جيداً وحل التدریبات التي وردت ‏ 
هذه الوحدة والتقویم الذاتي الخاص بها. 


4عرض شرائح موضح علیها آجزاء من ا ماد: التعليمة. 


1 ما تحتاج إليه لدراسة الوحدة: 
عزيزي الدارس. نلفت انتباهك قبل دراسة هذه الوحدة تأكد بانك هيأت 
الکان اللائم للدراسة ولديك دفتر وقلم. 

وه آثناء دراسة الوحدة حاول الاجابة عن جمیع أسئلة التقویم الذاتي» حیث 


تساعدك 2 مراجعة مفردات الوحدة بالإضافة إلى التدریبات فهي تکسبك 
الهارات لتعلم المادة العلمية. 


Logarithms اللوغاريتمات‎ .2 


2. أهمية اللوغاريتمات: 
تمد اللوغاریتم ات وسیلة تساعد ا (جراء کثیرمن العملیات الحس ابية 

العقدة. فبدلاً من ضرب الأرقام الكبيرة نستعیض عن ذلك بعملیات الجمع وهي 
آبسط وآیسر من عملیات الضرب. وبدلاً من إجراء عملیات القسمة یمکننا أن 
نستخدم عملیات الطرح وهي ابسط من عملیات القسمة. 
2.2 العادلة اللوغاريتمية: 

عندما یکون لدينا عددان "على سبیل الثال" : 16 , 4 فانه یمکن كتابة 
العلاقة بینهما كما ياتي:16< 42 

وئمرف الاس 2 يانه لوغاریتم хэм!‏ 16 للأساس 4. والتساویة: 16- 42 
يمكن وضعها 4 صورة آخری مكافتئة لہا هي: 


Гов д 16 - 2 


وتقراً العلاقة السابقة» لوغاریتم заа!‏ 16 للأساس 4 يساوي ۰2 وبذلك نجد 


4 
3 


с 


وهكذا نجد أن كل صورة آسية آساسها عدد حقیقی موجب 1 یوجد لہا 
صورة آخری تحافئها تسمی بالصورة اللو غاريتمية. 


فش .0( تو ود جه 32-5 یمم 6 


81-4 جه 81-4 (blog,‏ )1( 
مجال الدال L‏ 
اللوغاريتمية عبارة 
و ووا یں 2-2 (Дора G‏ | عن سد الاعداد 
9 9 الحقيقيء الموجبة 


В? 


(O) Log үр, 1000 =3 ہے‎ 1000-10 : 


50-1 جم 1-0 (e Гоё,‏ 
МЫ‏ من خلال الأمثلة السابقة الله یمکن التعبیر عن العلاقة التي تربط 
الطرف الأيسر بالطرف الأيمن من خلال العلاقتين: 


)2( 
ана.‏ 
Junu‏ سے الحات انیا سورتاع مکافتتان سی أن الضورة ИЗ‏ اللوغاريتمية 
يساوي مجالبا 
يمكن کتابتها +2 صورة لوغاريتمية مكافئة لپا والعكس. وبذلك نجد أن المعادلة | цав‏ 
اللوغاريتمية تتكون من зулаа‏ إذا علم اثنين منها تستطيع إيجاد العنصر. | 1 :تمفل الاهداد 


الثالث. 
تأمل الأمثلة التالية: 
لوغاريتم الأعداد السالبة الآتية ليس لبا معنى: 
لأ...... , 8- (b) Log,‏ , 9- وعمآه) 
لوغاريتم X‏ 108 قد يكون عددا موجبا أو سالبا أو صفرا. 


(С) Log و‎ 1-0 


الحقيقية. 


اللوغاريتمات التالية لیس ليا معنى. 
L]‏ 5 رعمآ ©) , 6 وعما() , 8 م (а) Log‏ 
بمعنى أن أساس اللوغاريتم (а)‏ يجب أن يختلف عن ( 0,-,1+ ) 


1- اکتب الصورة الأسية 32314541 للصور اللوغاريتمية الاتية: 
(a) Log, 128 = 7 (b) Logg 16./ 2 =}‏ 
(С) Logioo 10 = 5‏ 


2- اکتب الصورة اللوغاريتمية للصور الأسية الاتية: 
51-37( , 25-256 رم 


أسئلة التقویم الذاتی(1) 


اکتب الصورة اللوغاريتمية القابلة للصور الأسية الاتية: 
(O) 243 = [ 3)"‏ 4/3 3°°=9)( 25-8 
(а) 1072 =0.01‏ 


3.2. إيجاد عناصر العادلة اللوغاريتمية: 
بینا سابقاً أن العادلة اللوغاریتمیة: ов X = y‏ تتکون من ثلاثة عناصر 


هي : 
(Х,а, y)‏ فإذا علم اثنان منها فإنه يمكن ایجاد قيمة العنصر الثالث. 


مثال1: 
آوجد Z<‏ ( ۷ ) بے كل من العلاقات الآتية: 

(а) Іов, 4=y , (@)Log (5) =у , 

(O) Log, 64 =y 


3 


[رشادات الحل: ( 4( 

1- يتم كتابة الصورة 
اللوغاريتيمية 2 صورة أسية. 
2- یتم تحلیل العدد 4 

3- الأساس 3 الطرف الأیسر 
يساوي الأساس 2 الط رف 


الأيمن. 
۰ الأس يساوي الأس. 


(b) 

یلاحظ أن العدد الطلوب ایجاد 
اللوغاریتم له عبارة عن عدم 
ڪسري» وبالتالي نتوقع أن 
لوغاریتم العدد يحون عدداً 
سالباً. وبناءً عليه يتم تحليل العدد: 
Ё‏ 

16 

٭یتم نقل العدد من القام إلى 
البسط وتغییر إشارة الأس. 


(O) 
یتم کنابة الصورة اللوغاريتيمية‎ -1 
صورة أسية.‎ 4 


2- يتم تحليل العدد 64 


3- الأساس 2 الطرف الأيسر 
يساوي الأساس 3 الطرف 
الأيمن. 

۰ الأس يساوي الأس. 


»يتم إزالة القوس وضرب القوة 
الداخلية 2 القوة الخارجية: У‏ 
"6 الأساس بے الطرف الأيسر 


الأيمن. 
5 اس یساوی الأس. 


(С) Log, 64 =y 


الوحدة الثان 


نیہ 


۰۰ X - ۲ 


مثال2: 
آوجد قيمة العدد ) (X‏ 2 کل من العلاقات الاتية: 
لاه = X=-2 (C) Тов, x‏ ,عم (0) (а) Тов Х=2‏ 


الحل: 


5 = 3⁄4 - Х-81 


مثال3: 
آوجد قيمة الأساس ( (a‏ 2 العلاقات الاتية: 
(а) Log, 49 = 2 (b) Log, 8=3 (O) Log, 0001--3‏ 


الحل: 
(а) Тов, 49 - 2‏ 
= اج 
a? ]‏ = 749 
Теа” - а:17 1‏ 
8 


ت 


(b) Log, 8 = З 
“Ха! 
8-4 


22-а) а= 2 


(С) Log, 0.001 = -3 
УХ = ау 
7.0.001= a ° 


3 = 1 : 
=а‏ 1000 ۰۰ 
3ج ل.. 

10 О 


1079 717 y ےو‎ 10 


(a) Гов, Š = 6 , (b) Гоё 810/3 باح‎ 
(C) тев. х = З 


أسئلة التقویم الذاتی(2) 


أوجد قيمة كل مما يأتي: 
(a) Log , 1 , (b) Log, 8 , (O Log o 0.001‏ 
Log, 5‏ )4( 


4.2. قوانین اللوغاریتمات: 
القانون الأول: 


Log, (АхВхСх...)- 


Log, А + Log. B + Log, C +... 


ومعنی هذا القانون آنه: 
Z‏ حالة ایجاد لوغاریتم حاصل ضرب مقدارین أو أكثر يساوي مجموع 

لوغاریتمات الأعداد المضروبة. 
۳۹ 7 1083+ 2 ووم[ - (a) Log з (2х7)‏ 
(b) Log 4 35 = 108 4 (5х7)‏ 


= Log 4 5 + Log 4 7 


Гов а (а |- Log, А – Іова 8 


гам ومعنی هذا القانون‎ 
البشط:‎ 
(а) Log ۾‎ (2) = Logs 2 - Logs 7 ۱ 
۰ 
11 5 
(9) Log. [11 ]= Log, (5) 
= [оғ و‎ 5 – Гоёл 4 
وبالعحس فإن:‎ 
2 11 
(С) Logg 11 – Logg 2 = Logs (1)0 


| 
1 


с 


القانون الثالث: 
Loga X =п1ова X‏ 


معنی هذا القانون آن: 
لوغاریتم عدد مرفوع لقوة ( ما ) يساوي حاصل ضرب تلك القوة 4 لوغاریتم 
العدد. 


(а) Logs 3" = п Logs 3 


(b) Log; 32 = Log; 2° 
= 5 Гоё» 2 
(С) Log 4/ 5 = Log يرن‎ 
Чан! 
وبالعحس فإن:‎ 
218 15 < Log (15) 
= 108 225 


القانون الرابع: 


معنی هذا القانون آن: 
لوغاریتم آي عدد حقيقي موجب لأساس مساو لذلك العدد < 1 


(a)Logs5=1 , (Б) 1005 7-1 , (С) 10033 =1 L 


أي آن: 
لوغاریتم العدد ( 1 ) لأساس معین يساوي صفراً. 


ду тео эж НӨ O‏ رر رت 


2 اللوغاریتمات العشرية: 
تسمی اللوغاریتمات التي آساسها يساوي 10 باللوغاریتمات العشرية أو العتادة. 
وإذا لم يذكر آساس اللوغاریتم» فإننا نعتبر الأساس 2 هذه الحالة عشرة» 


ویکون اللوغاریتم عبارة عن لوغاریتم عشري. 


الجموعة الأولى: 
(a) 1-۳ (5) 10 = 10‏ 
(O) 100 = 102 (d) 1000 = 102‏ 
Log, 1000 =3‏ .. 2= 100 ,1082 .. 
الجموعة الثانية: 
1 .= 
(а) 0.1 = 10‏ 
Log 0.1--1‏ .. !107 = 
ЕДИ:‏ نب 
جل - ول = 0.01 )6( 
2--0.01 عمآ.. 2 10= 
ے۔ E‏ 
(O) 0.0001= 10000 1‏ 
10 
4- = 00001 مر Тов‏ 104- 


یلاحظ من خلال أمثلة الجموعة الأولى أنه تم تحویل хэлэ!‏ 10 ومضاعفاته إلى 
الأس عشرة Le saya‏ إلى آس (قوة) معينة. وهنه القوة یلاحظ آنها موجبة وهي عبارة 
عن لوغاریتم العدد. آما بالنسبة لأمثلة الجموعة الثانية فیلاحظ أنه تم تحویل العدد 
الکسري إلى العدد عشرة ومکرراته التناقصة مرفوعة إلى آس (قوة) معینة» هذه 
القوة سالبة وهي عبارة عن لوغاریتم العدد. 


| 
1 


с 


ارشادات الحل: 
پلاحظ أنه: 


اللوغاریتم» وبالتالي فان 
الأساس في هذه الحالة = 
10 

2-تم كتابة العدد 21 في 
شكل حاصل ضرب. ومن ثم 
تحويلها إلى حاصل جمع وفقاً 
للقانون الأول. 


Log 2 -0.3010 , Log 3 =0.4771 , Log 7= 0.8451 
Log 21 


Log 21 =Log (3x7) = Log 3 + Log 7 
= 0.4771 + 0.8451 


= ].3222 
.. Log 21 1.3222 


2- آوجد قيمة کل مما يأتي: 


(a) Log + + Log 2 


Log + + Log 2 = Log ) x2) 
= [ов 1 -.Log1=0 


.. Log 1 + Log 2 =0 
(b) Log 12.5 + Log 8 


Log 12.5 + Log 8 = Log (12.5 x 8) 
= Log 100 = Log 10? 


“. Log 125 + Log 8 = 2 


(С) Logo 34 — Log, 7 


О‏ الصل: 


لاالحل: 


0 


Log, 34 – Log, 17 = Log» ) 34) 


= Log, 2 
=] 


آوجد قیمة کل مما يأتي: 
Log 125 + Log 5‏ 
(d) 3 5‏ 


Log 125-Log 125 
5 5 


Log. 5 + Log 5 
5 


Log 53 - Log 5 

5 5 
3 Log, 5+ Log, 5 2 зхІ+1 4 
مات‎ 5+3108 5 3х1+3х1 6 


ارچ تاکن سا ان 
(e) Log 64 — Log 6 — Log 8 + Log 3‏ 


64 x 7 16 х 3 

- وم‎ (5 - ЭН 5-8 
= Log (45) 

= Log 1 = 0 


:) ۷ , х,а ( آوجد قيمة الجاهیل الاتية‎ -3 
(a) Logg 27 =у (Б) LoggX =4 (C)Log, 1 =-4L] 
لاالصل:‎ 
(a) °. Log, 27 = y 
Ке 87 
..27 - و ۷و‎ 33-327 
33-33 


5 


الوحدة الثان 


یہ 


- 


کے 


геч 


| 
1 


- 


لے 


(С) “Log, 5 =-4 , 


اوجد قيمة العلاقات اللوغاريتمية الآتية: 


(b)Log 2 + Log 5 


18х 5 
9 9 


1 
(C)Log тӯ , (d)Log 100 


(a) Log 


أسئلة التقويم الذاتي(3) 


آوجد قيمة المجاهيل 2 العلاقات اللوغاريتمية الآتية: 
(Log, 1 =y , (b) Log, N4 =у‏ 


(С) Logg X =2 , (d) Log, 27 = 3 


3. الخلاصی: 


تناولت هذه الوحدة مفهوم اللوغاریتمات» حیث ركزت على أهمية 
ин 60252 цайз ай далд‏ وحمت اه ام ان 
الضرب تتحول إلى عملية جمع وعماية القسمة تتحول إلى عملية طرح. 

رگد بیتا الملاقة بين المعادلة الآسية وامعادلة اللوغارتفية» Та‏ إلى أن 
العادلة الآسية لہا صورة أخرى مكافتة لبا هي الصورة اللوغارتمية. كما بينا 
БАЛ‏ كرف إيجاد عناصر العادلة اللوغارتمية 1 علم اكان من عناصرها. 


واستعرضت الوحدة بالشرح والتحلیل قوانین وقواعد اللوغاریتمات 
المختلفة» وتم اعطاء أمثلة توضيحية بعد کل قانون من تلك القوانین 
لیکتسب الدارس من خلالہا الهارة تخل السائل التي قد یواجهها ف الحياة 
Заза!‏ 


وبینا أيضاً بے هذه الوحدة الفرق بین اللوغاریتمات التي آساسها یختلف عن 
العشرة واللوغاریتمات التي آساسها عشرة. 


4 لمح مسب عن الوحدة КАШЕЙ‏ 


عزيزي الدارس» سبق وأن ركزت الوحدة الثانية على الفاهیم الأساسية لأسلوب 
اللوغاریتمات للتعامل مع الأرقام الکبيرة. إلا أن الأمر یتطلب Ша‏ ب كثير من 
الواقف العملية معرفة عدد الطرق التي یمکن بواسطتها اختیار مجموعة من 
العناصرء هذا ما سوف نتناوله 2 الوحدة الدراسية الثالثة " التبادیل والتوافیق" 
حیث تعتبر التبادیل والتوافیق من طرائق العد اللازمة لدراسة مواضیع رياضية 
متعددة مثل نظرية ذات الحدین ونظرية الاحتمالات التي تعتبر ساسا للدراسات 


الا حصائية. 


5 اجابات التد ريبات: 


:)1( تدریب‎ 
(1): 
(a) اودع‎ ..128 =2 (b): لودع‎ -.16 J 2 = 2 
(C): X =aY 210 = (100)! 2 
(2): 
(4) 28 = 6 (o); - 5 
(а) 28 = 2566 Іов, 256 =8 0 
(6) 1=32 Іов 1 =-2 
:)2( تدریب‎ 


(a) Log, 8-6 ج‎ 8=aŠ 
. 21/2 = از ۾‎ a = 2 


(by-Log 814/3 =у ..814/3 =9» 


(С) Log _ Х=3 J. دع‎ 3° > Х=125 0 


(a)Log 


= Log 10 

=] 

(6) 09 2 + Log 5 = Log (2х 5 ) 
= عم[‎ 10 =1 


1 2 
(C)Log үр = Log ۳ 


18x 5 
9 


г. Log 101 = -1 
(d)Log ول‎ = Log 1072 


-. Log 10-2 = —2 


6. المراجع: 


| الراجع العريية: 

1سماعیل. حبیب على )2001( آساسیات 2 الریاضیات» منشورات مركز 
الآمینء صنعاء: الجمهورية اليمنية. 

2 الجاسر. اب راهیم عبد الله ( 2003): مقدمة 2 الریاضیات للعل وم 
الاجتماعية والإدارية. الطبعة الأولى» منشورات جامعة اللك سعود -کلیة 


العلوم الادارية» الریاض: المملكة العربية السعودیة. 
3.النعيمي قاسم محمد )2001( مبادئ الریاضیات وتطبیقاتها. الطبعة 
الأولى» منشورات مركز الأمين» صنعاء: الجمهورية اليمنية. 
4باروم. أحمد محمد وآخرون (1988): الریاضیات 2 الاقتصاد والادارة 
الطبعة الخامسة» دار الشروق للنشر والتوزيع» جدة: الملکة العربية 
السعودية. 
5.الوحيشي Ха»‏ أحمد » الرياضيات 2 العلوم الإدارية » الطبعة الرابعة ء 
)2006( منشورات مركز الأمين » صنعاء: الجمهورية اليمنية. 
6.حسن سعيد أحمد وآخرون (2005): الرياضيات للعلوم الادارية» الطبعة 
الثالثةء منشورات مركزا لامین» صنعاء: الجمهورية اليمنية. 
7.مصطفى» آحمد فتحي وآخرون . ( 2002): مقدمة 2 الرياضيات للعلوم 
الإدارية الطبعة الأولى» منشورات جامعة اللك سعود ؛ الرياض: المملكة 
العربیة السعودية. 
2 المراجع الأجنبية 
1—Frank Ayres,Jr,(1971) Theory AndProblems, McGraw Hill :‏ 
New ҮогК‏ 


2 - Seymour, Lipschutz (1983) Finite М athematics, McGraw Hill : 


П 
New Yourk 


7. التعیینات: 


السوال الأول: 
آوجد قیمة کل من: 
34 و (а) Log, 4 12 (b) Log‏ 
L]‏ 


=у (d)Log 0.001‏ لے چم وم (6) 
السوال الثاني: 
آوجد قيمة کل من: 
8۰2-7 ,عما(0) 9۰/3 Logg‏ )4( 


(С) Log; Х= -3 (dM Log 6 1 


السوال الثالث: 
آوجد Z+‏ کل من: 
(а) 0 0 (b) Log; 7‏ 


(c) ورعما‎ 0.01 = X +3 
السؤال الرابع:‎ 
إذا کان:‎ 
Log, 2=x , ова З= у , Log, 5 =z 


فآوجد بدلالة y , Z)‏ , ×) كلا من: 
(а) Log, 18 (Б) ов ү 0‏ 


- 


کے 


3 
4 
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التبادیل والتوافيق 


i— المقد‎ 1 


1 تمهيد : 

عزيزي الدارس» مرحباً بك إلى هذه الوحدة؛ 

تتألف هذه الوحدة (التبادیل والتوافیق) من ثلافة آقسام رئیسةء حيث یزودك 
القسم الأول بمفهوم مبداً العد ء وخلفية عامة عن أهميته. 

ویتناول القسم الثاني التبادیل. حیث سوف نرکز فيه على مفهوم التبادیل 
وخواصها متضمنا آمثلة توضيحية لتتمکن عزيزي الدارس من استیعاب تلك 
bal ар ГЭ Үл гархи!‏ ية 

ويُركز القسم الثالث على التوافیق. وسوف نتناول فيه بالشرح والتحلیل مفهوم 
التوافیق» وخواصها. والفرق بینها وبين التبادیل. 

وتساعدك هذه الوحدة على فيه واستیعاب ميدأ العد وخواصها. وحرصنا E‏ 
الوقت نفسه على أن نقدم لك مادة تعليمية تشتمل أمثلة منوعة وتدریبات وأسئلة 
تقویم ذاتي كفيلة بتلبية احتیاجاتك التعليمية وتکتسب من خلالہا الهارة والقدرة 
على التعامل مع التمارین التي قد تواجهك -2 الحياة العملية. 


1. آهداف الوحدة : 


عزيزي الدارس» مرحباً بك إلى دراسة الوحدة الدراسية الثالثة وهي بعنوان " 
التبادیل والتوافیق " والذي يتوقع منك بعد دراسة هذه الوحدة أن تکون 1,3 


علی آن: 

1. تعرف مفهوم مبدأ العد. 

2. تعرف مفهوم التبادیل. 

3. تحسب عدد الطرق التي يمكن بواسطتها اختیار مجموعة من العناصر مع 
مراعاء الترتیب. 

4. تعرف مفهوم التوافیق. 

5 تمیز بين التبادیل والتوافیق. 

6. تحسب عدد الحالات الممكنة لاجراء عملية حسابية معينة بغض النظر عن 


الوحدة الثالثت 


التبادیل وا 


- 


اذ - 
- 


3.1 أقسام الوحدة: 


عزيزي الدارس» آلفت انتباهمك إلى أن هذه الوحدة تتحون من أربعة 

آقسام رئيسة أعدت لكي تحقق الأهداف الاساسية 030 الوحدة» حیث ارتبط 
القسم الأول منها بمفهوم за!‏ وآهمیته وهذا یحقق الهدف الأول. 

وارتبط القسم الثاني منها بمفهوم التبدیل وخواصها. وأسلوب حساب 

хос‏ الطرق الممكنة لحدوث حدث ما مع مراعاة الترتیب. ویتحقق هذا من 


خلال البدفين الثاني والثالث. 
و القسم الثالث سوف تتعرف على مفهوم التوافيق والفرق بينها وبين 
التباديل» بالإضافة إلى معرفة كيفية حساب عدد الطرق الملمكنة لحدوث 


4.1 القراءات المساعدة: 


تمثل المراجع الآتية قراءات إضافية مساعدة تتعلق بالموضوعات المتضمنة 2 هذه 
الوحدة» آمل -عزيزي الدارس- أن تساعدك 2 المزيد من التعمق 2 مفردات 
المادة العلمية نظرا لارتباطها الوكيق بيده الوحدة. 

1. باروم» أحمد محمد وآخرون (1988): الریاضیات 2 الاقتصاد والادارة 
الطبعة الخامسة؛ دار الشروق للنشر والتوزیع» جدة: المملكة العربية السهودية. 
2 الوحيشي» جمال أحمد» (2006) الریاضیات بے العلوم الادارية » الطبعة 
الرابعة ¿ منشورات مركز الأمین» صنعاء . 

3. حسن. سعید أحمد وآخرون (2005): الریاضیات للعلوم الادارية» الطبعة 
الثالثة» منشورات مرکزا لأمینء صنعاء: الجمهورية اليمنية. 

4 مصطفی. آحمد فتحي وآخرون . ( 2002): مقدمة ب2 الریاضیات للعلوم 
1121 الطبعة الأول : متشورات امه الملك شوہ 01 المملكة الدربية 
السعودية. 


الوحدة الثالثہ 


1 الوسائط التعليمية المساعدة: 


عزيزي الدارس» لكي تتحقق أهداف هذه الوحدة يجب عليك أن تقوم بالاتي: 
Ф‏ قراءة المادة العلمية واستيعابها استیعاباً جيداً وحل التدريب التي وردت بط 


هذه الوحدة والتقويم الذاتي الخاص بها. 
» عرض شرائح موضح عليها أجزاء من المادة التعليمة. 


6.1 ما تحتاج إليه لدراسة الوحدة: 
عزيزي الدارس» نلفت انتباهك قبل دراسة هذه الوحدة إلى التأكد بأنك هيأت 
المكان اللائم للدراسة ولديك دفتر وقلم. 

و2 آثناء دراسة الوحدة حاول الاجابة عن جمیع أسئلة التقویم الذاتي» حيث 


تساعدك 2 مراجعة مفردات الوحدة بالاضافة إلى التدریبات فهي تکسيك 
الهارات لتعلم المادة العلمية. 


Permutation & Combination 2.التباديل والتوافيق‎ 


تعد نظرية مبداً العد من آهم النظریات الرياضية وذلك لأنھا تمهد السبیل إلى 
ایجاد عدد النواتج المکنة لتجرية عشوائية آو عدد اترات الواتية لترتیب معین 
لتلك التجرية-دون حاجة إن الحضر آلباشر تحضر لك التوائج-تمهیدا لتقدیر احتمالات 
تیا au‏ راع Lula maaa a bi‏ علي رار ай‏ اتطرافڈ 
لعدد كبير من الرات» الأمر الذي يجعل عملية الحصر والعد الباشر بالفة الصعوبة 
ویگون البدیل المناسب هو مبداً العد الذي يرتبظ بقواعد التبادیل والتوافیق. 

و تدخل التوافیق Z‏ تحديد معاملات ذات الحدین و تركيب التوزیع 
الاحتمالي لذي الحدین وهو توزيع إحصائي بالغ الأهمية ویشیم استخدامه 2 الحياة 
«л цай‏ سی سک الانک من اة میا 

وسوف نتناول مبداً العد " التبادیل والتوافیق" على النحو الآتي: 


التب‌ادیل والتوافية 


2. التباديل: 

تعتبر التبادیل من طرائق العد لحدوت فعل معین» وتستخدم بصورة كبيرة 2 
حساب احتمال حدوث فعل معین. ففي الکئیر من المشاكل الرياضية. یتطلب الأمر 
Па‏ -حلاً للمشکلة- معرفة элс‏ الطرق التي یمگن بواسطتها اختیار مجموعة من 
العناصر. ونضرب مثالا بسیطاً على ذلك» 13 كان لدینا مُديران ] m,‏ , ) 
وثلائة مهندسین [ و , 62 » {е‏ 

ونرغب 2 اختیار فریق یتکون من مدير ومهندس للقیام بزيارة لاحد فروع 
شركة البناء. فعند تكوين الفریق فان لدینا طریقتین لاختیار الدیر» وثلات طرق 
لاختیار الهندس. وهذا يعني أن لدینا 6 طرائق لاختیار الفریق. ویوضح ذلك الجدول 
الآتي الطرائق المختلفة لتکوین الفریق. 


І 27 2: 


615 :221112 11:22:1:11:2 رس 


qI. 925 аа! 


2 تعریف التبادیل: 


الوحدة الثالتم 


التباديل هي хас‏ الطرق الممكنة لاختیار وترتیب عدد ۲ عنصراً من 1 عتصراء 


أخذت كلها مرة واحدة أو جزء منها کل مرة» بشرط آن: n‏ < 1 


SHER. ME‏ صحيحة موجية. 


التباديل 2219 


اذ - 
3 


فعندما تکون 2 و 1 آعداد صحيحة موجبة»› r<n‏ فان عدد الطرق 
r‏ 
على سبیل الثال. إذا كان لدینا 5 عناصر ونرغب ب اختيار وترتیب ثلاثة عناصر 
منها فان عدد الطرق الممكنة هي: 
لاطريقة 60= 3 P; = 5 ×4 x‏ 
الختارة. لذ لك فاننا نختار العناصر آولا ثم نرتب العناصر الختارة ثانیا. وهذا يعني 
أن التبادیل تهتم لیس فقط بعملية الاختیار وانما آیضا بعملية الترتیب. 


مثال1: 
کم зэс‏ ثلاثیاً سكن تحوینه من الأرقام: 3 , 2 ٩1,‏ 
الحل : 
بالعد البسيط سوف نجد أن جميع الأعداد الممكنة- 
3210 , 312 , 132 , 231 ,213 , 123 
ويمكن أن نصل إلى النتيجة نفسها وذلك بتركيب الرقم بطرق عددها: 
طرق 1-6 2× 3 - 3 


2. قوانين التباديل: 
توجد العديد من القوانين المرتبطة بموضوع التباديل من أهمها وأشهرها 


القانونين الآتيين: 


P. =пх(п-1)х(п- 2)x...x] = ní (1 


n ni 


г ک0‎ 


(2) 


التب‌ادیل 2214 3-3 


إذا كان لدينا عدد )11( من الأشياء المختلفة ویراد ترتيبها (n)2‏ من 


الأماكن» فإن عدد طرق الترتيب = !1 وتقراً مضروب П‏ 


ni تعریف:‎ 


n =n (п - 1) << (n— 2) ...x 3× x1 


ویلاحظ 2 العلاقة(1) أن الطرف الأيمن يحتوي على عدد من العوامل عددها 
2 » تبداً بالعامل n‏ يليه عوامل آخری کل ینقص عن سابقه بمقدار واحد صحیح. 


كم هي الأعداد الثلائية التي یمکن تکوینها من الأرقام: 7 1 
اسل 
آسار 2:228 ودے  pn Рр‏ .. 
n 3‏ 


ويعني القانون الثاني: 
إذا كان لدینا عدد من الأشیاء الختلفة )11( ویراد ترتیبها 2 عدد من الأماكن: تحلیل المسألة: 


4 الطلوب هو ترتیب‎ Р" فإن ذلك یتم بعدد من الطرق-‎ ۲ > n 
бахаа нү r 


مثال3: 2 عدد من الأماکن 
کم зас‏ الطرق المکنة لترتیب آريعة کب 3 مکانین شاغرین ار аа‏ | اقل من а‏ 
مکانان. وبناء عليه يتم 
الحل : تطبیق القانون الثاني. 
ویلاحظ أن عدد 
الطرق الممكنة لترتیب 


الوحدة الثالثت 


u n! 4 4! 4! 4x3x 2! 
2 اك‎ га” Р, = .ہس سس‎ 22Р = — — —yMƏ— = — = V 
| (п – 1)! 2 (4-2)! 2! 2! 
БОРГЭР: 
= 4×3 -12 طريقة‎ 


التب‌ادیل والتوا 


< مهم 
эь‏ 


5 4 
a) P b) P 
(a) 5 (b) 0 تحلیل المسألتين:‎ 


5 
P :— = 
5 1 = г 
تعني عدد الطرائق‎ 
(a) Pš =5!= 5 x 4 x 3 x 2 x1 =120 ا‎ aa 
“2:تمشل عدد‎ 
4 4 а الطرائق التي تخدار‎ 
0 7-0 l ہس تا‎ 


الأربعة. 


(b) P 


بكم طريقة یمکن أن یجلس 3 طلاب على 3 كراسي من بين 6 كراسي 
.2 مكتبة الكلية؟ 


أسئلة التقويم الذاتي (1) 


1 - كم عدد الطرق المکن لترتيب أربعة أرقام مختلفة من مكونات الأعداد 
التالیة:4 ,7,2,5 5 
2- بكم طريقة يمكن LJ‏ وضع كتابين 2 5 خانات ادا كانت الخانة لا تتسع 


الوحدة الثالثت 


التبادیل وال 


z 


- < 


сай ۓ الحالات‎ И 25113314 akun سرف‎ 


الحالة الأولی: تبادیل ) (n‏ من العناصر الختلفة أخذت كلها مرة واحدة 


کم عدد الطرق التي يمكن من خلالہا ترتیب خمسة طلاب لأخن صورة آثناء 
قیامهم برحلة ترفیهیة٩‏ 
الصل : 
Ф‏ باستخدام العلاقة(1): #ترتیب عدد من 


أشياء 2055 ¿ 2 


Pš = 5! -5×4×3×2×1 >120 طریقة‎ 


الأماکن نفسها. 
٭یتضح من التال آننا 


23 الترتیب‎ заа 


الحالة الثانية: تبادیل (П)‏ من العناصر الختلفة تؤخذ بعضها (T)‏ 2 


Зу كل‎ 


لخد صورة أثناء 


مثال6: 
إذا كان لدینا خمسة طلاب ونرید اختیار لجنة تتحون من АУА‏ منهم لتابعة 
الأنشطة الاجتماعية بكلية العلوم الادارية. کم عدد الطرق الممكنة لاختیار 


اللجنة؟ 
5 
الحل : 3 
# باحك أن هرو АЛ‏ کار аль‏ 3 
М | |‏ 
Р) = 3! 2‏ 

)5-3( 2! 

طريقة 60= کک 


التباديل والتوافية 


یمکن وضع (n)‏ من «ШАЛ!‏ الختلفة ب ترتیب دائري بطرق عددها: 


مثال7 
بكم طريقة یمکن أن یجلس خمسة طلاب حول طاولة مستديرة 2 مكتبة 
کلية العلوم ба Иззи‏ 


الحل : 
!5-11-4( 2 1(۱-ه) ۰ 


= 4х3х2 x 1=24 طريقة‎ 


الحالة الرابعة: التبادیل بين العناصر التشابهة عندما تؤخذ كلها 4 مرة واحدة. 


عددها 2 0 . الثالثة عددها 3 П‏ .... وهكذا. فان عدد التبادیل لپنه الأشیاء 


عندما 55-33 كلها 2 كل مرة هو : 


التبادیل 339 


اذ - 
- 


ما عدد الأرقام الختلفة التي يمكن تکوینها من مکونات الرقم 885985 š‏ 


الحل : 
تحلیل المسألة: 
۳ 
پلاحظ آن: 

1< وم , 2 >1 ? 3 п‏ ? 6ھ“ зас‏ الخانات هو 6ء 

یوجد بینها الرقم 8 

.'. عدد الطرق الختافة< 5 3 مراتء 
_6x5x4x 3!‏ !6 والرقم 5 یظھر 

9 مرتين والرقم‎ 3!× 2!x 1! 3! x 2 x<1 

طريقة 60 -6х5х2-‏ يظهر مرة واحدة. 

بكم يمكن ترتیب الحروف الواردة 2 کلمة Management‏ "$ 
ng > 1‏ , 1ع و2 , 22 م2 , 22 وط , 2 п,=‏ , 22 بط , 10 حم *,* تحلیل السألة: 
ЧАМ‏ آن: 

۰ عدد الطرق المختلفة- зэс‏ الحروف = 10 
!10 یوجد بینه ا الحروف 

2۷1 و رو 21 > 2۱ | الاتية تظهر مرتین: 
6 , ۵,1 , ۷ 
_10x9x8x7x6x5x4x3x2x1‏ وتظهموكل من الخرشن 

: الآتيين مرة واحدة‎ 2х2х2х2х1х1 

а, = 226800 طريقة‎ 


إذا کانت: 


X={1,2,3,4,5} 
اولاً: ما هي الأعداد التي یمکن تکوینها من لات آرقام مختلفة نختارها من‎ 
2 عناصر‎ 


الوحدة الثالثت 


ثانیا: ما هي الاعداد الى مکح تکوینها من خمسة آرقام مختلفة نختارها من 
عناصر 2 


التبادیل والتواف 


- 


أسئلة التقویم الذاتي )2( 


9! 6 10 
(a) 5 (b) Р, (O) Ру, 


1 - بكم طريقة یمکن وضع کتابین 2 خمس خانات في مکتبة كلية 
العلوم الادارية إذا كانت الخانات لا تتسع الا لکتاب واحد. 


مکون من 4 آرقام مختلفة. 


اختارت كلية العلوم الادارية 2 الیوم العالي لحارية التدخین شعاراً من 
التي يمكن ترتیب الألوان الثمانية ‏ هذا الشعار؟ 


بكم طريقة يمكن أن يجلس 5 طلاب حول: 
3 1 - طاولة دائرية الشكل. 
: 2- طاولة مستطيلة الشکل. 
Ч:‏ 
:3 
K.‏ 


- 


з. 


СС 


2 . التوافیق: Combinations‏ 
لنفرض أن لدینا 6 کتب ونرید ترتیب هذه الکتب على رف 4 مكتبة 
كلية العلوم الإدارية» فان عدد الطرق التي نختار بها ومن ثم نرتب 4 کتب بعدد 
من الطرق: Р =6х5х4х3=360‏ . الا آنه بے كثير من الحالات نرید فقط أن 
نعرف عدد الطرق التي نختار بها 4 کتب من 6 کتب. فان الترتیب هنا ليس له 
آهمية. وبناء عليه فان зле‏ الطرق الممكنة للاختیار 2 هذه الحالة بفض النظر عن 


الترتیب" هو : } 15 -!4/ (PŠ‏ 


رف التوافیق الا عبارة هن سے الاختیارات المکنه хаа‏ عتسرا 


من 1 عنصرا بفض النظر عن الترتیب. 


2 .۰2 2. قوانين التوافیق: 
ET u‏ صحيسة دوسا حيف 101 E‏ < )كان ае‏ 


Г توافيق‎ n وتقرأ‎ 


ويستخدم القانون السابق لإيجاد عدد الطرق الممكنة لحدوث فعل ما بفض 
النظر عن الترتيب. 


مثال10: 

يرغب عميد كلية العلوم الإدارية 2 اختيار أربعة طلاب من بين سبعة طلاب 
للاشراف على الانشطة الاجتماعية 2 الکلیة» بكم طريقة يمكن اختيار هولاء 
الطلاب. 


التبادیل والتوافيق 


عدد الطرق الممكنة- 
!7 !7 
Сі = =‏ 
4!х 3!‏ !)4107-4 
ав 5‏ 19006 025007 کے 
سے ا Ix] Gg‏ 


مثال1 1: 

بكم طريقة یمکن اختیار 3 طلاب من بين ثمانية طلاب للقیام برحلة: 
1> موق قیرد على اختیار القلاقة الطلاب. 

2- إذا كان آحد الطلاب لابد أن یوجد 2 کل اختیار. 


تحليل المسألتين: الحل : 


1 لا توجد эд‏ على عملية 8 1 вс‏ 
الاختیار» وبالتالي یتم تطبیق з 31(8—3)! 3!х5!‏ 
القانون( [ )مباشرة. 8۰7-6 
2- نظراً لأن أحد الط لاب طریقة 56= 21 = 
و یہ 1 .10 êa‏ 
سب من جو I!‏ ` )21(7-2 2 
الاختیار. بمعنی یتم اختيار 2 7 
من 7 طریقة 21 - = 

2×1 


(0) cŠ = ۶ و‎ - 5 со 
6! 6! 
“8Ц6-3)Г 31х8| 
6х5 х4 
وریہ‎ 


التبادیل والتوافية 


1ے )01:07:50( 


سے سد !10 _ !10 _ 
يلاحظ هنا أن عمید 71 !(3!)10-3 
الكلية يرغب 2 )2( _10х9х8‏ 
معرفة عدد طرق 00 321 ` 
اختیار الطلاب فقط. О‏ 
لا 


بمعنى أن الترتيب ليس 


له أهمية. 


С1-С1.4-00-1 ә С1-0(-1 


4  4х3х2х1- 
4 Дх3х2х1- 1 

60 2 4х3х2х1 Р 1 С“ 2 С“ =] 
0 4х3х2х1 цаа. 9 


متال12- 


صندوق يحتوي على 3 بطاقات حمراء و 3 بطاقات صفراء و 4 بطاقات خضراء 


آوجد عدد الطرق التي يمكن بها سحب 5 بطاقات من الصندوق بحیث: 


1 - تحتوي البطاقات على بطاقتین حمراء وبطاقتین صفراء. 


الوحدة الثالثت 


2- تحتوي البطاقات على 5 بطاقات خضراء. 
3- تحتوي البطاقات على 3 بطاقات خضراء على الأقل والباقي بطاقات صفراء. 


4- لا تحتوي البطاقات على بطاقة صفراء. 


التباديل والتوافية 


الحل : 

عند سحب البطاقات الخمس فإننا لا نمیز بين البطاقات إلا 4 لون البطاقة› 
بمعنى أن الترتیب ليس له أهمية 2 هذه الحالة لأنه لا يمكن أن نميز بين بطاقتين 
من اللون نفسه. لذلك سوف نستخدم التوافيق لحل جميع الفقرات السابقة. 
зле Л‏ الطرق الممكنة لاختيار البطاقات هو: 

6 x Cx Cî = 
3×3 × 4 = 6 
طريقة‎ 

2. يلاحظ من خلال التمرين أن الصندوق يحتوي على أربع بطاقات خضراء اللون؛ 
لذلك لا يمكن اختيار خمس بطاقات جميعها ذات لون أخضر. بمعنى أن عملية 
الاختيار في هذه الحالة مستحيلة. فيتم اختيار ثلاث بطاقات خضراء اللون على 
الأقل؛ والباقي بطاقات صفراء. 


3. یتم تحليل المسألة كما يلي: 
اختيار ثلاث بطاقات خضراء على الأقل: يعني اختيار ثلاث بطاقات أو أربع 
بطاقات» ¿Las‏ عليه: 
- يكون لدينا ثلاث بطاقات خضراء على الأقل والباقي بطاقات صفراء عندما 
isa дайнд‏ بطاقات مر انلون الا خر مع ما من اللون مجارت 
بطاقات من اللون الاخضر م بطاقة من اللون افو راگ فان заг‏ الطرق 
الممكنة لاختیار البطاقات الخمس هو: 


Сі xC} + Сах С} = 
4х3 +1х3= 15 
Я 


4-عندما У‏ تحتوي البطاقات على بطاقة صفراء فان الصندوق بے هذه الحالة 


یکون فيه سبع بطاقات من اللونین الأحمر والااخضر. وبالآتي فإن عدد الطرق 


پلاحظ آننا نرغب Z‏ 
اختیار بطاقتین من 
اللو الآأحمر 
وبطاقتين من اللون 


الأصفرء وبالتالي فان 
البطاقة الخامسة 
ستحون من اللون 
الأخضر. 


التبادیل وال 


اذ - 
- 


الوحدة الثالثت 


التباديل والتواف 


- 
3 


7! 7! 


С; = == 
5!)7-5(۲ 5!× 2! 
۳ 7х6 221 
2х1 طريقة‎ 


أسئلة التقویم الذاتي )4( 


بکم طريقة یمکن اختیار آستاذین. وثلاثة طلاب من بين خمسة آساتدة. 


وستة طلاب۹ 


إذا كانت : 
x=11,2,34,5)‏ 


ادارتان الأولى بها 7 آفراد والثانية بها 5 آفراد. کم عدد الطرق التي یمکن 
فیها تشکیل لجنة مكونة من 6 أفراد : 

1- بدون شروط. 

2- بحيث تشمل З‏ آفراد من الادارة الثانية على الأقل. 


3. الخلاصی: 


تناولت هذه الوحدة مبداً العد الذي یساعد + کثیر من الواقف لعرفة 
“ана S s‏ 
آ - التبادیل: 

غبار قن заа‏ | أك اخ ار عد( И А сае‏ 
الفا ضر مع مراعاة الترتیب. وتناولت الوحدة الحالات الختلفة تلتبادیل: 
- الحالة الأولى التي توضح ایجاد عدد الطرق المکنة عندما نختار 

جس قاد او 

الحالة الثانية التي تبين كيفية حساب عدد الطرق المختلفة عندما 


الحالة القالقة ترکز علی تبادیل عدد. ۵ من а‏ شکل хао‏ 
الخال даалин‏ سلوب الشاديل 28 ааа о уд ШИ‏ 


تفا مار 
2- التوافیق: 

БАН) من‎ ya (ГУ ana هن حميع الطرق اكد لكا‎ ша 
о التاض ر کس الا کر‎ 

وتعرضت الوحدة أيضا إلى القوانين الختلفة للتوافیق بالاضافة إلى 


العلاقة التي تربط بين التبادیل والتوافيق. 


الوحدة الثالثت 


التبادیل وال 


Ээ 


امه 


4 لمحت مسق عن الوحدة 1 аз‏ 


عزيزي الدارس. بعد دراستك للوحدة ЗАМ‏ (التبادیل والتوافیق) اصبحت 
قادرا على أن توضح الفرق بين التبادیل والتوافیق؛ واستخدام الحالات 
Дэй ай анха‏ اسف عدة الطرق гавал‏ کیرک فل ما لهاك ان 
استخدام قوانین التوافیق لتحدید جمیم الطرق المکنة الاختیار ۶ عنصرا 
بن سای “Ний‏ 

وة الوحدة الرابعة سنتطرق إلى نظرية ذات الحدين التي تعد امتدادا 
لتطبیقات التوافیق- وتهدف هذه النظرية إلى Хэн!‏ مفکوك مقدار جبري 


مکون من مجموع حدین أو الفرق بینهما مرفوعا إلى قوة معينة. 


= 
3 
3 


التبادیل والسوافیق 


5. إجايات التد ریبات: 


:)1( تدریب‎ 
6 _ 6! 6 
3 (6-3)! 3! 
=6x5x4 =120 


تدریب (2): 
أولاً: عدد الأعداد = تبادیل 5 أرقام مأخوذة ثلاثة مرات- 
طريقة Р = 5х4х3=60‏ 
ثانياً: عدد الأعداد= تبادیل 5 АЗ‏ مأخوذة كلها 2 کل مرة< 
طريقة Pš =5!=5x4x3x2x1=120‏ 
تدریب (3): 
1-عدد الطرق الممكنة لوضع کتابین 4 خمس خانات< 
=5х4=20 42,1‏ و 
2-عدد الطرق الممكنة لترتیب الأرقاء- 
طريقة Р =4х3х2х1=24‏ 
تدریب (4): 
تحلیل المسألة: 
یلاحظ أن مجموع الألوان بے الشعار تساوي ثمانية آلوان. و4 هذه الحالة یتم 
استخدام الحالة الرابعة من حالات التبادیل. 


5 
1 
oo 


21 13 و 3= و 1 4= n1‏ 
зас ОМ‏ الطرق التي یمکن بها ترتیب الألوان 2 الشعار< 


التب‌ادیل والتوافية 


8! _ 8х7х6х5 


— — = - 0 رقة‎ 
4!× 3٢× 11 3х2х1х1 Эс 


تدريب )5( : 


التي يه بح ۰ = =L Í‏ 
اك _ !5 s.‏ 
21ا3 !(3!)5-3 3 
5х4‏ 
مجموعات 10= = 
2х]‏ 
تدریب )6( 
1- اختیار اللجنة بدون شروط: 
!0 ۰ 12 2 
!6 ×!6 !(6!)12-6 ° 
x9 x8 7‏ 1211110 
ہر 2024 = 
طریقة бх5х4х 3х 2х]‏ 


2- بحيث تشمل اللجنة 3 آفراد من الادارة الثانية على الأقل. 
يتم تحليل المطلوب 2 هذه الفقرة كما يأتى: 


+ ثلاثة آفراد من الإدارة الأولى وثلاثة من الثانية. المجموع ستة آفراد. 
أو 
# فردين من الإدارة الأولى وأربعة من الثانية. المجموع ستة آفراد. 


الوحدة الثالثت 


# فرد واحد من الإدارة الأولى وخمسة من الثانية. المجموع ستة أفراد. 


СО 00 ماهد‎ 4 хоо 


التباديل والتوافية 


7! 5! 7! 5! 
= x + x 
31(7-3)! 31(5-3)1! 21(7-2)! -41(5-4)| 
7! 51 
+ x 
1!)7-1(! 51(5-5)! 


70 5! 7! 5! 
= x + x 
31х 41 3!х 2! 21x5! 41 ×1۱ 
7! 5! 
+ x 
1! ۶ 6۲ 5!х O! 


_ 1x6x5 „ 2х4 7х6 وک‎ 


= + 
3х2х1 21 2x1 
= 35 ×10 +21 × 5 +7 = 462 طريقة.‎ 


الوحدة الثالثت 


التبادیل وال 


Э 
اقب‎ 


< مه 


التب‌ادیل 14239 


< مهم 
е‏ 


6. المراجع: 


للتجاريين والاقتصاديين» الطبعة الرابعة القاهرة. جمهورية مصر العربية› 

2 آبو بكرء عبدالله عبدالحليم ( 1994 ): الرياضة البحتة للعلوم 334521( 
منشورات جامعة عبن شمس» القاهرة. جمهورية مصر العربية. 

3 الجاسرء ابراهیم عبد 4Ш‏ ( 2003): مقدمة بے الریاضیات للعلوم الادارية 
العريية السعودية. 

4 النصوري» محمد توفیق وآخرون )1991( آساسیات الرياضة للتجاریین 
)1( منشورات جامعة القاهرة للتعلیم الفتوح» جمهورية مصر العربیة. 

5. باروم. آحمد محمد وآخرون (1988): الریاضیات 2 الاقتصاد والادارة 
الطبعة الخامسة»› دار الشروق للنشر والتوزيع» جدة: 1-4-1АМ‏ العربية 
السعودية. 

ГИА И‏ نے متشوراث جامس الف سوه الرياض :اة 
العربية السعودية. 


7 التعيينات: 


السؤال الأول: 

ما عدد الأرقام المختلفة التي یمکن تكوينها من مكونات الرقم 446846 5 
السؤال الثاني: 

بكم طريقة يمكن لأربعة طلاب الجلوس على خمسة كراسي بحيث يجلس 
اثنان متجاوران ٩‏ 
السؤال الثالث: 

2 امتحان الرياضيات للعلوم الإدارية يجب على الطالب أن يجيب عن ثمانية من 
عشرة .31 
1- بكم طريقة يمكن للطالب أن يختار الأسئلة؟ 
2- کم عدد الطرق الممكنة التي تمكن الطالب من اختيار الأسئلةء إذا كان من 
الضروري أن يجيب على آربعة أسئلة من الخمسة الأولی؟ 
السؤال الرابع: 

آراد احد التجار إتباع أسلوب جديد ب4 تسويق 12 نوعاً من السلع الراكدة لديه 
عن طريق تكوين عبوات مختلفة بحيث تحتوي كل عبوة على خمسة أصناف 
وذلك لبيع هذه العبوات المختلفة بأسعار مخفضة» کم عدد العبوات التي يمكن 
لبذا التاجر أن يكونها؟ 
السؤال الخامس: 

دخل أربعة طلاب قاعة الحاسب الآلي فوجدوا بها 10 أماكن خالية؛ آوجد عدد 
الطرق التي يمكنهم الجلوس بها؟ 
السؤال السادس: 
كم عدد الطرق التي يمكن اختیار أربعة طلاب من بين ثمانية: 
1- بدون قيود. 
2- إذا كان آحد الطلاب لابد وآن یوجد 2 کل اختیار. 
السؤال السابع: 

تقدم ثلاثة مرشحین لوظيفة مدير مبیعات وخمسة مرشحین لوظيفة مندوب 
تسويق» آوجد عدد الطرق التي يمكن شغل الوظیفتین بها؟ 


التباديل والتوافية 


الوحدة الرا 


بعہ 


1 
3 
1 
3 


الموضوع сэ‏ 
| المقدمة 00000 1 2 2 0 01 1 1 2 12 21 12 2 S6 тэс‏ 
1.1 . تمهيد S6 ЕЕЕ ИСЕ‏ 
2.1 آهد اف الوحدة тг.‏ از OY‏ 
3.1 . آقسام الوحدة aa ӨӨ‏ یج порт‏ 
1 . القراءات المساعدة шанг го‏ 
1 . الوسائط التعليمية الساعدة он . es‏ 
6.1 ما تحتاج إليه لدراسة الوحدة се‏ مرن 
2. نظرية ذات الحدين یش ns nim‏ ااا کن 
1.2 مفهوم النظریة ИНИ Е‏ رر Eanan‏ هه 
2 . نظرية ذات الحدين بأس صحيح موجب | "ПАШ‏ 
2 . خواص نظرية ذات الحدین 10 шт‏ 
4.2 الحد العام 2 مفکوك نظرية ذات الحدین 21227 ар‏ 
22222752 ۲ مغكوك ذلت االحدين ار ار دہ 
6.2 ایجاد الحد الخالي من X‏ ب2 مفکوك ذات الحدین ӨГ.‏ 
3. الخلاصة Го sss‏ م Цана‏ 
4 لمحة مسبقة عن الوحدة الخامسة СС‏ 
5. إجابات التدریبات аЗ В‏ 
6. المراجع MORN СУСЕ ЕЕ‏ 
7. التعیینات ТОС А САС,‏ 


1- المقدمب: 


1 تمهيد : 

عزيزي الدارس. 

مرحبا بك إلى الوحدة الرابعة (نظرية ذات الحدین) التي تتألف من آربعة 
ос‏ آهمیتها. 
استيعاب إيجاد مشک و аха!‏ الحدين. 

ویرکز القسم الثالث على الحد العام لفکوك ذات الحدین. وسوف نتناول 
فيه بالشرح والتحلیل مفهوم الحد العام» وكيفية ایجاد قيمة أي حد من حدود 
الفکوك دون أن نفك القدار Ма‏ 

و2 القسم الثالث سوف نتناول فيه أسلوب إيجاد معامل "× 2 مفکوك 
ذات الحدین» متضمناً امثلة متوعة وشاملة تمکنك من التعامل ха‏ السائل الختلفة 
.9 مثل تلك الحالات. 

Lal‏ القسم الرابع فیتناول مفهوم الحد الخالي من "26 وكيفية ایجاد قیمته. 

وتساعدك هده الوحدة على فهم واستیعاب نظرية ذات الحدین بأس صحیح 
موجب. وحرصنا 2 الوقت ذاته على أن نقدم لك مادة تعليمية تشتمل على أمثلة 
من خلالہا المهارة والقدرة على التعامل مع التمارين التي قد تواجهك 2 الحياة 


العملية. 


3 


یم ذات الحدین 


1.. آهداف الوحدة : 


عزيزي الدارس» مرحباً بك إلى دراسة الوحدة الدراسية الرابعة وهي بعنوان 
" نظرية ذات الحدین " ویتوقع منك بعد دراسة هذه الوحدة أن تکون قادرا 
علی آن: 


2 تعرف خواص نظرية ذات الحدین. 


3. توجد مفکوك ذات الحدین بأس صحیح موجب. 

4. توجد أي حد من حدود مفکوك ذات الحدین. 

5 تحسب معامل X‏ ۶ مفکوك ذات الحدین. 

6. تحسب الحد الخالي من X‏ 2 مفکوك ذات الحدین. 

7 تميز بين معامل "× والحد الخالي من X‏ .3 مفکوك ذات الحدین. 


3.1 اقسام الوحدة: 


عزيزي الدارس» آلفت انتباهك إلى أن هذه الوحدة تتكون من أربعة 
أقسام رئيسة أعدت لكي تحقق الأهداف الأساسية لبذه الوحدة» حيث 
ارتبط القسم الأول منها-بمفهوم نظرية ذات الحدين وخواصها- بالبدف 
الاول. والثاني والثالث والذي يركز على مفهوم النظرية وخواصها. 

وارتبط القسم الثاني منها فهو الحد العام لفکوك ذات гээн‏ 
وأسلوب إیجاد قيمة أي حد من حدود المفكوك» ویتحقق هذا من خلال 
الپدف الرابع. 


арис ааа 
ویحقق ذلك البدف الخامس.‎ 

آما القسم الرابع فقد ارتبط بمفهوم الحد الخالي X‏ وكيفية ایجاد 
قیمته. ویحقق ذلك الپدف السادس. 


الوحدة الرا 


بعہ 


1. القراءات الساعدة: 


تمثل الراجع الآتية قراءات إضافية مساعدة تتعلق بالوضوعات التضمنة ب2 

هذه الوحدة. أمل -عزيزي الدارس- أن تساعدك 2 الزید من التعمق 2 

7 العلمية نظرا لا ها الوقيى Р‏ 

1.الجاسرء إبراهيم عبد الله ( 2003): مقدمة 2 الرياضيات للعلوم الإدارية 
والاجتماعية:؛ الطبعة الاولی؛ منشورات جامعة الملك سعود» الریاض 
المملكة العريية السمودیة. 

2مصطفی. хам!‏ فتحي وآخرون . ( 2002): адда‏ الریاضیات للعلوم 


i‏ الطيعة تر شر اد حامق املك سود 201 جاک 
العريية السعودیة. 

3باروم» احمد محمد وآخرون (1988): الریاضیات 9 الاقتصاد والادارة 
ات ЕА‏ دار الک و لاش 1-1 جدة لک سیت 
السعودیة. 

4الوحیشي؛ جمال أحمد وآخرون )2006( الطبعة الرابعة » منشورات 
N‏ 


5.1. الوسائط التعليمية المساعدة: 


عزيزي الدارس لكي تحقق بے" 
#قراءة المادة العلمية واستيعابها استيعاباً 205( وحل التدریبات التي وردت 2 
هذه 

الوحدة والتقویم الذاتي الخاص بها. 
#عرض شرائح ا علیها 2152-1 من الادة التعليمة. 


الو حدة الرا 


بعہ 


الو حدة الرا 


بعہ 


ہت الحدین 


1. ما تحتاج إليه لدراسة الوحدة: 


عزيزي الدارس» نلفت انتباهك قبل دراسة هذه الوحدة إلي التأآکد من 
تهيئتك المكان اللائم للدراسة ولديك دفتر وقلم. 
و4 آثناء دراسة الوحدة حاول الإجابة عن جميع أسئلة التقویم الذاتي» حیث 


تساعدك ‏ مراجعة مفردات الوحدة بالإضافة إلى التدريبات فهي تكسبك 
المهارات لتعلم المادة العلمية. 


Ја 13234212‏ 
2 . مفهوم النظرية: 


كل مقدار جبري مكون من مجموع حدين أو الفرق بينهما يعرف باسم مقدار 
баагий‏ خضل (2333By:, (a=b3 (asb) saan‏ مار نو 
Явах‏ 
وعندما یکون لدینا مقدار مکون من حاصل جمع أو طرح حدین» مرفوع لس 
صحیح موجب ШИВ‏ نحتاج إلى نظرية ذات الحدین للحصول على مفكوك القدار 
kure kuskas‏ يحضوق الأب عدا 5225 شیا فقا إذا كدان نبينا اکیار 
оја (a +b)"‏ مفکوك هذا القدار لبعض قیم гуа D‏ 
(a +b)? =1‏ 
(a+b) =a +b‏ 
(a+b) =a” +2ab+b2‏ 
(a+ b)2 =а? + 3a2b + 3ab2 + 3‏ 
ولك عشدما ترشب АЕБ) аашаа уа‏ 
شي هاينا کا هذه الحاك aa ss (ал) 5ш гс‏ خا مرو قرف 
ولصعوبة ذلك فإننا نستخدم نظرية ذات الحدين للحصول على النتيجة المطلوبة. 


2. نظرية ذات الحدين بأس صحیح موجب: 


نفرض آن b‏ و 2 آعداد حقیقیة وكانت П‏ عدد صحيح موجب فان :مفکوك مقدار ذات 


الحدین: 


(a+b)" =a" + CP a" بو‎ an 2 02 +... C1 مم‎ +۳ 


(a—b)"'=a"— 0۳ 2۳19+ Cî a" b” —....+C" an" —b" 


n 


3.2. خواص Аз аз‏ ذات الحدین: 
إذا نظرنا إلى الطرف الأيمن لفکوك نظرية ذات الحدین نلاحظ ما يأتي: 

1-عدد حدود مفكوك النظرية يزيد بمقدار واحد صحيح عن قيمة الأس гээ!‏ 
له القدار 2 الطرف الأيسرء أي أن зас‏ حدود الفکوك يساوي 1 + 1. 

ЛЭ ам 2‏ کول النظرية خر الخد الأول بذ مقدازرذات сад‏ رفغا 
لنفس اس القدار» آي أن الحد الأول یکون 2 الصورة: „а?‏ 

3- الحد الآخیر 2 مفکوك النظرية هو الحد الثاني 2 مقدار ذات الحدین؛ 
Le saya‏ تفس اس القداں آي أن الحد الأخیریکون 3 الصورة: *9. 

4- ینقص آس الحد الأول а‏ ویزداد آس الحد الثاني b‏ بمقدار واحد مع انتقالنا 
من حد إلى حد ب4 مفکوك النظرية. 

5-حاصل جمع الأسين للعددین:0 а,‏ 2 أي حد من حدود الفکوك يساوي آس 
مقدار ذات الحدین .2 الطرف الایسر. 

6- العاملات الرقمية لكل a>‏ من зул»‏ الفکوك يتم الحصول علیها باستخدام 


العلاقة الریاضیة التوافیق: ”© 


الو حدة الرا 


بعہ 


یم ذات الحدین 


:1 مثال‎ 
a+b)" lasu مشكوك‎ дай 
.. (a+ 0(* 


=a“ +01 ۴+] +0 ٭‎ ۶ Ъ? +0 ۴و‎ 03 +6“ 
! ! ! 
4 4! 3b + 4! b2 4! 


а +—— a لس تھا 9 للدت‎ арр” 
1!)4-1(! 21(4-2) 31(4-3) 


-а +4а?Ь ээн 3252 +49 + 4م‎ 
x 


=а* +4а?Ь +ба?Ь? +4ab + b* 

وبتطبیق خواص ذات الحدین على المسألة: 

٭ نلاحظ أن عدد хөл»‏ الفکوك< خمسة حدود» بمعنی أن عدد الحدود يزيد 
بمقدار واحد عن الأس الأصلي لذات الحدین. وآن الحد الأول 2 2 مقدار ذات 
الحدين يتناقص عند انتقالنا من حد إلى حد. 

٭الحد الثاني 2 مقدار ذات الحدين يتزايد عند انتقالنا من حد إلى حد. 
ومجموع الأسین للعددین: а, b‏ 2 أي حد من حدود المفكوك يساوي آس مقدار 
ذات الحدین 2 الطرف الأيسر. 

مثال2: 
آوجد مفكوك القدار: 4 + 2) 
الحل: 
باستخدام الصورة العامة لمهفكوك ذات الحدین: 


.. (2X + Y^ 
=(2X)* -С(2ХУҮ-С (2X)? Y +C )2 Y + Y 
4! : 4! АХ2 ү? 4! 


c تھ‎ ИУ و‎ IU 
114-1) 24-21 31x1! 


! | | 
= SX Y+ Í: 4X? Y2 + 2 
1۰3۱ 21х2! 31x1! 
4x3 
2×1 


ОУ) = 16X +32 25-2472 Y2 +8XY + YJ 


=16X + 


-16Х + ЭХГҮ”-рҮү” 


=16X' موک‎ Y+ 4X? Y? سب‎ 


یہ ذات الحدین 


أمفال3: 
اوجد مفكوك القدار: 4 - (2x‏ 


الحل: 
b‏ ستخدام الصورة العامة لفکوك ذات الحدین: 
Y) =‏ رم 
Cî ОХУҮ-С: ) 2207 Ү?-С: OX)Y ° + Y1‏ - (226) 
š 4!‏ !4 
بح با —— سے 
!)21(4-2 )11(4-1 
! ! ! 
xy L YA‏ _ ر یړ 4 رپ تم" !4 
1х3! 212 31‏ 


=16X - کو‎ Y. оо 4X2 ۷2 - = OXY" + Y° 


| 
=16X 42 y2 1 эхү! +Y 
31x1! 


=16Х* – 


x 


ОХ وتات‎ = 16Х 32 ХЗҮ+24Х? ү2 -8ХҮ?--Ү? 


1. (2х +3ү)? 2. (Х+2ү)* 


أسئلة التقویم الذاتي )1( 


آوجد مفكوك القدارین: 


لا لا لأا لا لا لا لا لا با نا 


2. (9Х°? +۴ 


یم ذات الحدین 


2.. الحد العام 2 مفكوك نظرية ذات الحدین: 
الصورة العامة للحد العام 2 مفکوك ذات الحدین هي: 


2 الحد الأول 2 مقدار ذات الحدین. 

0 الحد الثاني 2 مقدار ذات الحدین. 

ویستخدم الحد العام 2 مفکوك ذات الحدین لایجاد: 
# قيمة أي حد من حدود الفکوك. 
سابل 7 کے شکرك دات الحدين. 
Ф‏ الحد الخالي من . 


مثال4: 
سس الخو аш‏ 2ے حك ران 5× 
الحل: 


۰. و[‎ = с" (a)" УГ 


777 متا 
Ф‏ يتم استنتاج قیمة T‏ كما يأتي: 


۰۰ ۲4-1 =6 ۲ب‎ <5 
! 
п =C (O° ` OY =Cš X° OY) ° = a n ЗҮ? 
X3! 
_ 8х7х6 
3х2х1 


51792 ХҮҮ" 


32 ХҮҮ? 


2 
га 
3 
1 


مثال5: 
Па: 7" :‏ 
آوجد الحد العام 2 مفکوك: (2х--4|‏ 
ومنه آوجد قيمة الحد الثالث. 
الحل: 
٭الحد العام للمقدار هو: 
U,,=C' (X) (5)‏ 
ох)‏ 6۱۵۵۳ 
=Cš 28-5 x X8" x 27x XT‏ 
جو 2 Ug,‏ 
Ф‏ لإيجاد الحد الثالث» لا بد من استنتاج قيمة T‏ كما يأتي: 
“r+]=3 ..r=2‏ 
٭ يتم التعويض عن قيمة 2 = ۲ بے الحد العام. 
S‏ ا 
8х7‏ 
5 


- 8322 хх = او‎ 


112X‏ = ولا 


آوجد الحد الخامس للمقدار(2) والحد السادس للمقدار (0): 


7 
(а) 23 (b) (X + Y)!5 


3X 


أسئلة التقويم الذاتي (2) 


آوجد الحد العاشر للمقدار(2) والحد الرابع للمقدار (0): 


(b) (2 юү? 


لا لا لا لا لا لا لا لا لا لأا 


نطربہ ذات الحدین 


الو حدة الرا 


بعہ 


یہ ذات الحدین 


2 ایجاد معامل "× ے فرك ذاث اتحدین: 


الفكرة هي: 
Ф‏ إيجاد الحد العام للمقدار 2 أبسط صورة. 


Хэ لتحدید ترتیب الحد الذي تقع فيه‎ T استنتاح قيمة‎ Ф 


:6 مثال‎ 
12 9 
БН) шагшин ХЭ Шал 
хэ 
2 -3 2 5 ۰ ТЕУ 5 
X +2х الحل: یتم كتابة القدار 2 الصورة:‎ 


Ф‏ وبناء عليه يتم كتابة الحد العام للمقدار 2 أبسط صورة ц‏ يأتي: 


2-1 
تار‎ ۶ (2) x (x3 J 
-С12 x 24-2r x x 3r x 21 
=с12 х24-21 гэг, 2r 


Ф‏ يتم استنتاح قيمة ۲ وذلك بمساواة x”‏ بالعلاقة التي تتضمن Х‏ الحد العام 
للمقدار كما يأتي: 
у 24-5۲۳-9‏ 9 ووے 4-50 
5т = 24-9 =15‏ .. 
3= 
٭ یتم التعویض عن فیمة 3= ۲ .2 صورة الحد العام للمقدار: 
Со x 23‏ رتا 
!12 


| 
- و‎ s s ن القانون:‎ 
31x 91! (в г)! е 
“12х11х10 уо و‎ qa xs 
3х2х1 
1760 = X° معامل‎ .. 


ша “аша! 


2-آوجد معامل تر ہے مفکوك: 


أسئلة التقویم الذاتي )3( 


Рр ОТЕ 


2- اوجد معامل Хэ‏ 4 مفکوك: 


2. إيجاد الحد الخالي من X‏ 2 مفکوك ذات الحدین: 
یکون الحد X Ба:‏ عندما تکون فيه قوة × = صفر. 


مثال7: 


آوجد ترتیب وقيمة الحد الخالي من × 2 مفکوك: | (зх2‏ 
الحل: 
# يتم كتابة الحد العام للمقدار 2 أبسط صورة كما يأتي: 
|вх2 x (3-1 хэ Е‏ ا 
аўт‏ ني у x 24-2r‏ 12و 2 - 


تطریہ ذات الحدین 


الو حدة الرا 


(аз 


ہے ذات الحدین 


إذن الحد العام للمقدار بعد جمع الأسس هو: 
Оу - 12 312—2r x x24-3r‏ 


# يتم استنتاج قيمة Г‏ وذلك بمساواة 80 بالعلاقة التي تتضمن 26 2 الحد العام 
للمقدار كما يأتي: 
0-:24-3- 23-0 ہد 
3r = 4‏ .. 
و 
$ ویکون хэ!‏ الخالي من × هو الحد التاسم. ولایجاد قيمة هذا الحد يتم 
التعویض عن قيمة T‏ 2 صورة الحد العام لقدار ذات الحدین: 
ҳ24-24‏ مر 312-16 U; = C2‏ 
12х11х10х9‏ - 1-40 2121 
4x3x2x1x34‏ 84 
5 495 _ 
جے 


# إذن قيمة الحد الخالي من X‏ هو: 55 


آوجد الحد الخالي من X‏ بے مفکوك: 


, 1 10 
2۰۱ X = 


آوجد الحد الخالي من X‏ بے مفکوك: 


١ 


3. الخلاص 


تناولت 4# هذه الوحدة نظرية ذات الحدین التي تساعد 2 کٹیرمن 
الواقف لایجاد مفکوك ذات الحدین وخاصة عندما يكون القدار مرفوع لأس 
كبير. والوضوعات التي وردت 4 هذه الوحدة نلخصها فیما يأتي: 
1- الصورة العامة لفکوك ذات الحدین بأس صحیح موجب: 
تستخدم هذه الصورة لایجاد مفكوك مقدار ذات الحدین مرفوع لأس 


صحیح موجب. 
22 الحد العام لمأفكوك ذات الحدین: 
یستخدم لایجاد قيمة آي حد من حدود المفکوك دون أن نلجاً إلى ایجاد 


مفکوك القدار بالکامل. 
3- معامل Х"‏ .2 مفکوكک ذات الحدین؛ 
یتم ایجاد هذا العامل بناء على کتابة الحد العام للمقدار 2 آبسط صورة 
4- ایجاد الحد الخالي من X‏ 2 مفکوك ذات الحدین: 
يتم ایجاد قيمة الحد الخالي من X‏ بعد كتابة الحد العام للمقدار 2 
آبسط صورة واستنتاج قيمة Г‏ والتعویض بها 2 الحد العام للمقدار. ویکون 
الخد خاليا هن )2 цах‏ کون كيه فود د مف 


4. لمح مسبقفي عن الوحدة الخامسےئ: 


عزيزي الدارس» ذكرنا 2 الوحدة الرابعة» أن نظرية ذات الحدين تساعد 
گا كو من لواف مال بيك ولعب وتو ОЕ sS‏ 
المقدار يكون كبيراً إلى حد ماء بالإضافة إلى إيجاد قيمة أي حد من حدود 
خرف الا آنه  оа зд‏ الأحیان رال الال مع مجموعة من 
الارقام 3:Хал‏ ضورة سرک وآهمدة 8 مسال الریاضیات او مجال اواد 
التطبيقية الختلفة مثل الاحصاء. والاقتصاد الرياضي أو القياسي وخلافه. ونظرا 
А (раз Баг адаг ий а АВ‏ لا الدارس ший‏ تد الضرص غالبا 
مكل هنه الحالات. فسوف نفرد هذه الوحد: لتقدیم آهم القواعد والنظریات 
даа‏ 


يتذات الحدین 


الو حدة الرا 


(аз 


تطریم ذات الحدین 


5 اجابات التد ریبات: 


1. (2Х +395 
= (2X) +C? (2х) (3Y) + C3 (2ХУ (зү)? 
+C3 (2Х)2(3ү)? + 3 OX) GY + GY? 
-32Х7 +240X4Y + 720163۷2 +3 
+81077“ + 243ү? 
RE CA 


=X“ +C! X OY) +C; X2 (2Y) +C; X(2Y) ° +۴ 
- 6٩ +4263 2Y) + 6267 (AY2)+4X (8Ү°)+16Х* 


- X^ +8X3Y +24X2Y2 + 32XY3 +16үА0 


В 
1-آوجد الحد الخامس 2 مفكوك: لجعو‎ 


و t‏ ی ها 
(9X) x (-зхут‏ .6ء ہے تا 


۰۰۲ +1<5 ..r=4 
U SE OKT х(-3ХУ7 


4 
-С1729Х3 x ۴۳ | 
3X 


= 1693 тэх -1 J 
3x2x1 81Х* 5 


25515 -315 
81Х Х 


2- آوجد الحد ар‏ ف аг‏ ( ۷ 
چو ХЭЛ‏ تھے تاب 
(Ху? (Y)' 1‏ چو ھن وہ 7 


۰۰ ۲41-6 е ЕЭ 
БИ 220 X'° ¥? 
135 123131211 کہ‎ 
5х4х3х2х1 

0037ء ,710 

: 8ي رن 3Y‏ 
1- آوجد معامل X‏ 2 مفکوك: ) (-3Х‏ 
7ہ 0ئعر U,‏ 
Аас ОХ‏ 

- 7 (09 کری‎ (ху" 


[]وحی۔ ۰3-18 18و دهو.. 


(D) (3)° (X)!Š‏ ونا 
-7х729 x!Š‏ 
=5103X!Š‏ 


103 na 


الو حدة الرا 


بعہ 


2 
نطربہ ذات الحدین 


الو حدة الرا 


بعہ 


نظریم ذات الحدین 


2- آوجد معامل х‏ 2 مفکوك: 


“U تن‎ хе" 
sU امك‎ y (22 r کی‎ 
=c! 00 80 
ХЭМ >+ وت‎ 11-4 =5 
الفکوك. هو الحد السادس وقیمته:‎ 2 х? الحد الذي يحتوي على معامل‎ .“. 
а (2) x 4 


“11х10х9х8х7 2 x^ -924×4 
5х4х3х2х1 


.. معامل х?‏ هو: 924 


1 Т 
209 ×93 É 1) 


×93 -Х9 -9-3:=0 83م‎ 


“U, =C" аж 
- ج پہ‎ x (X) 7 
- 9 X202: x (X) Ы 
— 0ی‎ < 20-47 
20-47 0ج‎ .O0-4=0 “=5 


1 الحد الخالي من × » هو الحد السادس وقیمته: 
10х9Эх8х7х6‏ 


۱0۳ کر و‎ =252L| 
5x4x3x2x1 

1 
> 
3 

ë 

ë 

ë 


3 
یم ذات الحدین 


الو حدة الرا 


بعہ 


یہ ذات الحدین 
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7 التعيينات: 


السوال الأول: 
آوجد كل من الحد السادس والحد التاسع 2 مفكوك القدار: 


) 22-3۷7۳! 


السوال الثاني: 
باستخدام مفکوك ذات الحدین» آوجد قيمة کل من: 


2 6 
ОЪ)? эх-2| 


السؤال الثالث: 
آوجد الحد التامن 2 مفکوك: 


السوال الرابع: 


آوجد الحد الخالي من X‏ 2 مفكوك كل من: 
5 ×( 


السؤال الخامس: 
آوجد معامل 08 ہے مفكوك: 


الو حدة الرا 


بعہ 


نطربیہ ذات الحدین 
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i— المقد‎ .1 


“ов 83 عزيزي‎ 

مرحباً بك إلى الوحدة الخامسة (الحددات) التي تتألف من آريعة آقسام 
رثيسة» حيث یزودك القسم الأول بتعریف الحدد ‹ وخلفية عامة. 

ویتناول القسم الثاني ایجاد قيمة الحدد من الرتبة الثانية متضمنا أمثلة 
توضيحية لتتمکن -عزيزي الطالب- من استیعاب آسلوب ایجاد قيمة الحدد 
واستخدامه بے الحياة العملية. 

ویرکز القسم الثالث على ایجاد قيمة الحدد من الرتبة الثالثة» باستخدام 
الطريقة العامة وقاعدة ساروس. 

آما القسم الرابع فیتناول خواص الحددات» حیث يركز هذا القسم على 
خواص الحددات ومدی آهمیتها لایجاد قيمة الحدد بتطبیق تلك الخواص الحدد 
دون ایجاد مفکوك الحدد باستخدام الطريقة العامة أو استخدام قاعدة ساروس. 

وتساعدك هذه الوحدة على فهم واستیعاب مفهوم الحددات. وحرصنا 2 
الوقت ذاته على أن نقدم لك مادة تعليمية تشتمل أمثلة منوعة وتدریبات وأسئلة تقویم 
داتي كفيلة بتلبية احتیاجاتك التعليمية. 


1. 2. آهداف الوحدة : 


عزيزي الدارس: مرحباً يك إلى دراسة الوحد: الدراسية الخامسة وهي 


بعنوان " الحددات " والذي یتوقع منك بعد دراسة هذه الوحدة أن تکون قادراً 
علی آن: 

1 تُعرّف الحدد. 

2 رف المحدد من الدرجة الكانيةا 

3 تحسب قيمة الحدد من الدرجة الثانية. 

4 تعرف الحدد من الدرجة الثالثة. 

заг 34532315‏ من الدرحه الثالكة. 

6 تفرق مين الحدد من الدرجة الثانية والكالكة: 

7. تشرح آهمية خواص الحددات لایجاد قيمة الحدد. 


1. 3. اقسام الوحدة 


عزيزي الدارس. ألفت انتباهك إلى أن هذه الوحدة تتحون من أربعة آقسام 
رئيسة أعدت لكي تحقق الأهداف الأساسية لبذه الوحدة» حیث ارتبط القسم 
الأول بالبدف الأول» والذي يركز على تعریف الحدد من حیث الفهوم ورتبته. 
وا )12113201 من ارت 9 :2-112 
الہدف الثاني والخالث. 


اما 2 القسم الثالت فقد تم الترکیز علی الحدد من الرتبة 15131 
وکيفية حسابه وبهذا تحقق البدف الرابع والخامس. 
والقسم шилд!‏ شه خواص الحددات» حیث بینا ف هذا القسم مدی آهمية 
تلك الخواص ЦААШ‏ مع المخددات. 


1. اثقراءات الساعدة: 


تمثل المراجع الآتية قراءات إضافية مساعدة تتعلق بالوضوعات التضمنة Э.‏ 
هذه الوحدة» آمل- عزيزي الدارس- أن تساعدك 2 الزید من التعمق بے 
معردات المادة العلفية نظرا لأرقاطها الوقيق :13541242 

1- مصطفی. أحمد فتحي وآخرون . ( 2002): مقدمة 2 الرياضيات للعلوم 
الادارية» الطبعة الأولى» منشورات جامعة الملك سعودء الرياض: المملكة 
العربية السعودية. 

2- باروم» хам!‏ محمد وآخرون (1988): الرياضيات 2 الاقتصاد والإدارة» 
الطبعة الخامسة» دار الشروق للنشر والتوزیم» جدة: المملكة العربية 
السعودية. 

2. .الوحیشي؛ جمال أحمد (2010) الرياضيات للعلوم الادارية» الطبعة 


الرابعة»منشورات مركزا لأمين» صنعاء. الجمهورية اليمنية. 
3- حسنء سعيد أحمد وآخرون (2005): الرياضيات للعلوم الإدارية» الطبعة 
الثالثة» منشورات مركز لأمبن» صنعاء: الجمهورية اليمنية. 
4- ابو بكرء عبدالله عبدالحلیم (1994): الرياضة البحتة للعلوم التجارية 
منشورات جامعة عبن شمش » القاهرة: جمهورية заал‏ العربية. 
5- متولي مختار محمد. (1993): الأسالیب الرياضية للاقتصادیین» الطبعة 
الأولیء منشورات جامعة اللك سعود ‏ الریاض: المملكة العريية السعودیة. 


1 الوسائط التعليمية المساعدة: 


عزيزي الدارس لكي تتحقق أهداف هذه الوحدة يجب عليك أن تقوم بالآتي: 
Ф‏ قراءة المادة العلمية واستيعابها استیعاباً جيداً وحل التدريبات التي وردت 2 


هذه الوحدة والتقويم الذاتي الخاص بها. 
Ф‏ عرض شرائح موضعاً عليها 21у-1‏ من الادة التعليعة. 


1 ما تحتاج إليه لدراسة الوحدة: 


عزيزي الدارس» نلفت انتباهك قبل دراسة هذه الوحدة إلي التآکد من 
تهيئتك المكان الملائم للدراسة ولديك دفتر وقلم. 
3-0 أثناء دراسة الوحدة حاول الإجابة عن جميع أسئلة التقويم الذاتي» حيث 
تساعدك 24 مراجعة مفردات الوحدة بالإضافة إلى التدريبات فهي تكسبك 
المهارات لتعلم المادة العلمية. 


الوحدة الخا 


مسي 


2 المحد دات؛: 


مقدمة: 

نضطر كثيراً إلى التعامل مع مجموعة من الأرقام الرتبة 4 صورة صفوف 
S aW И‏ فان f‏ :22214 آر ات الاڈ (азай tua akaqa‏ 
الاحصاء. والاقتصاد الرياضي, أو الاقتصاد القياسي وخلافه. ونظرا لأهمية هذا 
الموضوع؛ فسوف نفرد هذه الوحدة لتقدیم آهم القواعد الخاصة بالحددات. 
2 ۰ تعریف اگحدد: 

المحدد عبارة عن مجموعة من العناصر (الأرقام) الرتبة 2 شكل صفوف وأعمدة 
بحيث تتساوی عدد الصفوف و عدد الأعمدة. وتكتب هذه العناصر أو الأرقام بین 
خطین رآسیین متوازیین- | | - وینسب إلى کل محدد ЗАЙ‏ معينة تسمی " مفکوك 
الحدد " ونحصل عليه بعملیات حسابية تتناول جمیع العناصر المكونة للمحدد. 

ولخد ات Lus‏ فا m‏ اتہر سرت ف هه اترف على ааваа‏ 
والأعمدة المكونة للمحدد. فإذا احتوی محدد ما على Зээ)‏ عناصر مرتبة 2 شكل 


صفین وعمودین مثل: 


فیقال إن هذا الحدد من الرتبة الثانية. 


H 2 
روڈ‎ 9 

Ши‏ لق تین سا غلی за ал ыг‏ ةة ДЕ‏ 388 مغرف رتا 
آعمدة مثل: 


а 924 Ш‏ رده | فیقال إن هذا الحدد من الرتبة الثالثة. 


وبالمٹل فإن المحدد الذي یحتوی على ستة عشر عنصراً مرتبة ب شکل أربعة 
صفوف وأربعة آعمدة یعرف باسم المحدد من الرتبة الرابعة وهكذ ... 

ویجب على الدارس أن يلاحظ أنه قد تم وضع رقمین آسفل كل عنصر من 
st хийд‏ ملک Хан‏ الوق الأول ода‏ شمان إلى كريب الست 
الواقع فيه هذا العنصرء ویرمز الرقم الثاني إلى ترتیب العمود الواقع فيه هذا 
العنصر آیضا. فمثلاً العنصر( (a‏ يقع 3 الصف الأول والعمود الأول. والعنصر 


(,ر٥)یقع‏ 2 الصف الثاني والعمود التالث. وعموماً فإن العنصر ( 260 ) یقم 2 


الصف ذو الترتیب ( © ) والعمود ذو الترتیب ( 0 ). 


2. إيجاد قيمة المحدد من الرتبة الثانية: 
لكل محدد - مهما اختلفت رتبته-قيمة تتعبن Хэн‏ مفكوك ذلك الحدد 
بطريقة المحيددات الرافقة للعنصر. وسوف نرمز لبذه القيمة بالرمز ХА)‏ 
ولایجاد قيمة الحدد من الرتبة الثانية یتم إتباع الخطوات الاتية: 
1- تحدید الاشارات الخارجية لعناصر الصف الأول أو العمود !143 
إذن الاشارات الخارجيء لعناصر الصف الأول لحدد يتكون من صفین 


وعمودین كالآتي : 
(C) 60‏ 
9210 :811 
22 21“ 
2- يتم إيجاد حاصل ضرب عناصر القطر الرئيسي ( 227 ХЭ?‏ 


.) 8 رر‎ ۰۵ үүд منها عناصر القطر الفرعي‎ иш 


وبالآتي فإن قيمة المحدد - 
(a11 × 422) - (азу Xa.)‏ 


۳3 اوجد مفكوك المحددات الآتية: 
x‏ 4- 13 


الحصل: 


الو حدة الخا 


j 


-4 
-(3х2)-01х-4) 


=6+4 
=10 


أسئلة التقویم الذاتي )1( 


2 3. إيجاد قيمة المحدد من الرتبة الثالثة: 
آولا: استخدام الطريقة العامة: 
لمعرفة كيفية ایجاد قيمة الحدد من الرتبة الثالثة؛ والذي يأخذ الشکل: 


)4( محیدد : 
محیدد أي عنصر عبارة عن محدد جدید ناتج من المحدد الأصلي بعد حذف جمیع 
хайс‏ الصف والعمود الواقع فیهما هذا العنصر. فمثلاً محيدد العنصر (а)‏ 2 


الحدد السابق هو کالاتی: 
تحديد إشارة العامل ١‏ 


15 کان مجموع 
ترتيب الصف والعمود 


> وبالمثل 


الواقع فيهما العنصر فان محيدد العنصر (а)‏ هو كالآتي: 
زوجياً كانت الاشارة ۱ 


(+)ء أماإذا کان Е‏ 7 
مجموع ترتیب الصف وو“ м‏ 
والعسود الواقع فیهما وشكذا 
النصرفردیاً كانت | رم العامل المرافق: 
الاشارة (-). : 
. العامل ا مرافق لاي عنصر )81( من عناصر المحدد» هو عبارة عن محيدد هذا 
ода‏ سر گا И‏ 

ویتوقف نوع الاشارة التي تسبق محیدد مرافق آي عنصر على أن یکون مجموع 
ترتیب الصف والعمود الواقع فیهما هذا العنصر زوجياً أو فردیاء فإذا كان مجموع 
ترقب ا لصف والعسوی الواخم فیهها التضر زوجیا کالہ الأشارة رة 151 
كان مجموع ترتیب الصف والعمود الواقع فیهما العنصر хув‏ كانت الاشارة 
سالية. 

НЭЭДЭГ کس ری کا‎ аа аны аа هگم‎ 


i 
1 
т 
مرافق العنصر.‎ : ау 


ij‏ : ترتیب الصف والعمود الواقع فیهما العنصر. 


المحددات 


As‏ : محدد محیدد العنصر (ац)‏ بعد حذف الصف )1( والعمود ([) الواقع 


فيهما العنصر. 
+ — + 
قاعد: الاشارات للمحدد = оноож‏ نت 
+ — + 
باستخدام بیانات المحدد: 
G)‏ () + 
a‏ 
13 12 11 
|А |= 21 22 23‏ 
а‏ 
33 32 31 


آوجد مرافقات العنصرین ( پر 4 (a‏ 
الحل: 
یتم تحدید الاشارات الخارجية لعناصر الصف الأول کما هو مبین سايق 
وا АИ‏ فان ЕЕ,‏ اتسين Ада‏ هون اتصو رد لت 
٭مرافق (а) алај‏ هو: 


a a 
~ 2 1-1 22 23 БЭ 
ШЕ و‎ ٣ 4 - 
32 3 Ш 
а а 
+ 22 23 
“ар وچ‎ 
هو:‎ (а, #مرافق العنصرر‎ 
a a 
s... 11 12 | 
31 32 
911 212 
بوه‎ 24» 
وباستخدام التعریفین السابقین فإنه لایجاد قيمة الحدد من الرتبة 33131 نتبع‎ 


الخطوات الآتية؛: 
1- تحدید الاشارات الخارجية لعناصر الصف الأول أو العمود الأول 


2- ایجاد مرافق کل عنصر من عناصر الصف الأول أو العمود الأول» ویتم ذلك 
بالالفاء عناصر الصف وعناصر العمود الذي کے فیهما العنصر؛ بحیث 
یکون الرافق هو العنصر التبقي. 

3- ایجاد قيمة الحدد . والثال الآتي یوضح ذلك. 


مثال2: 
اوجد قيمة الحدد: 
G) )( G)‏ 
6 1 2 
7 5 1823| 
4 2 1 
الحل: 
قيمة المحدد СА)‏ باستخدام عناصر الصف الأول. 
1 ©+ ! ار ;| ۵ + - м,‏ 
2 1 4 1 4 2 


А,-215х4-2х7|1-1/3х4-1х71-6(3х2-1х5| 
=2(6) – 1(5)+6(1) 
=13 
ویمکن استخدام عناصر العمود الأول لایجاد قيمة الحدد كما يأتي:‎ 


A + (2) 1 (3) P +)1( I x 

=== > - х х 

w 4 2 4 5-7 = 
= 
4 

-2|15х4-2х71-3(1х4-2х61-111х7 -5х6| 7 

=2(6) – 3(—8)+1(— 23) Í 

=12 + 24 – 23 

= 13 


3 


وهي نفس القيمة التي تم التوصل 1641 باستخدام عناصر الصف الأول. وبناء عليه 


استخدام عناصر احد صفوف المحدد أو мас‏ أحد الأعمدة. 


آسئلة التقویم الذاتي )2( 


أوجد قيمة: 
1-المحدد (а)‏ باستخدام عناصر الصف الأول. 
2-المحدد (b)‏ باستخدام عناصر العمود الأول. 


ثانیاً: استخدام قاعدة ساروس (Sarrus Rule)‏ 
تعمل قاعدة ساروس لایجاد قيمة الحدد من الدرجة الثالثة وفقا للخطوات الاتية: 
1 -یتم , وضع العمود الأول والثاني خارج الحدد وعلی اليمين منه. 
2-یتم تحدید الأقطار الرئيسية بثلاثة آسهم من الشمال إلى الیمین (من الأعلى 
إلى الأسفل)» وتعطی لکل منها الاشارة الجبرية (+). 
3-تحدد الأقطار الفرعية من خلال ثلاثة آسهم من الأسفل إلى الأعلى» وتعطی 
لكل منها الاشارة الجبرية (- ). وا مثال الاتي یوضح عمل هذه القاعدة. 


F‏ باستخدام قاعدة ساروس آوجد قيمة الحدد: 


99 12 918 


|А /= 147: 35 23 и 
Фар ар Саа 
لاالحل:‎ 
(<) (0) (0) 
4 2 2 
П х 2 4“ 
` ` 07 71 л 
` ` 7 7 
۹ ын 5 7 7 
alls as 413, An 412 2 
7 ЫЯ ` 2 Z 
` “Ч 4 7 ۳4 Е 
х М 22 ۱ , ۳9 
х ` ` Ё Ш 
۱ ЁС ” 1 
82| 2205 234 ورور يزوف‎ 
ЫГ м ху 
۳ اش‎ 
¥ 7 ` , ` 
27 ` 4 N ¿⁄ х 
, ١7 х 5 
2 "s х 
аз аз A3 431 азд 
7 ۳ х х 
2 2 ын х, 5 
ГА ч ч < 
(+) ( (HÛ 
ДА (арх аз хаз + ау х 423X431 +413 хаз хаз) } ї 
-] روة‎ Ха) Хауз Taj хаз; ха +432 хаз Хар | 


الوحدة الخا 


مستخدماً قاعدة ساروس آوجد قيمة الحدد الآتي : 
G) @ G)‏ 
6 1 2 


(Ачаа 


7 , 22 5 : 
, 2 ۳ ч 
, х 


М 2 G) جھ‎ Ф 


Ар -(2х5х4-1х7х1-6х3х2)-1х5х6х-2х7х2-44х3х1| 


-140-7-36)-130-28-12) 


83-70-413- 
[ آوهي النتيجة نفسها التي حصانا علیها ب2 مثال 2 باستخدام الطريقة العامة: 


باستخدام قاعدة ساروس أوجد قيمة المحدد: 


4.2. خواص الحددات: 

للمحددات عدد من الخصائص التي یساعد فهمها + تسهیل حل الحددات. 
ونوجز فیما يأتي آهم هذه الخصائص. 

الخاصية الأولى: 

إا احتوی مه ما علی عمف آو مود جمیم عتاضره اضفارا » فان کے 
مفكوك هذا الحدد تساوي صفراً. 
مثال5: 

آوجد قيمة مفكوك الحدد الأتي: 


3 2 4 
|А |=/5 3 1 
0 0 0 


الحصل: 
باستخدام عناصر الصف الآخیر 2 ایجاد قيمة الحدد» نجد آن: 
2 3 4 3 4 2 
3 5 1 5 1 3 
| )0(9-10-)0(3-20-)0(2-12- 
0- 
ملاحظة: 


یمکن الوصول إلى النتيجة السابقة باستخدام الخاصية السابقة مباشرة 
بدون ایجاد الفکوك. بمعنی يتم تطبیق الخاصية مباشرة. 


Дд الخاضية‎ 


الو حدة الخا 


إذا احتوی محدد ما على صفين أو عمودین متطابقین فان قيمة الحدد تساوي 


صفرا. 
فمثلاً المحدد: 


(Ачаа 


حيث تطابق فيه عناصر الصف الأول والصف الثاني. وباستخدام عناصر 
الصف الأول؛ نجد آن: 
А-2(6-1)-3(4-3)-1(2-9)-0‏ 
ویمکن الوصول إلى النتيجة السابقة باستخدام الخاصية السابقة مباشرة وبدون 
ایجاد الفکوك. 


الخاصية الثالثة: 
تساوي قيمة المحدد الأصلي (قبل تبادل الصفین أو العمودین) ولکن باشارة مخالفة. 


: الحدد‎ Мааа 
1 0 0 
۱۵۱2۱0 3 4 
2 5 -1 
АА =1(-3- 20) 
=—23 
وباحلال عناصر الصف الأول والثاني کل مکان الأخر» نحصل على الحدد‎ 
: الجدید الاتي‎ 
0 3 4 
| В|-11 0 0 
2 5 -1 
7 Ав 2-1)-3-20( 2-1)-23( 
=23 


نلاحظ أن قيمة الحدد قبل احلال الصف الأول مکان الصف الثاني = قيمة 
المحدد بعد إحلال الصف الأول مكان الصف الثاني ولكن بإشارة مخالفة. 


“.-|A| د‎ +в 


الخاصية الرابعة: 


151 استبدلت الصفوف بالأعمدة أو الأعمدة بالصفوف .2 محدد ما فان قيمة 


الحدد لا تتغير. 
فمثلاً المحدد: 
2 3 
ШИВ‏ 
(15-8)= رھ 
7ک 
وبفرض أنه تم تحويل الصفوف إلى آعمدة» نحصل على المحدد الأتي: 
4 3 ۱ 
و ا 
(15-8)- رش 
27 


یلاحظ أن قيمة المحدد لم تتغير بعد أن تم تحويل الصفوف إلى آعمدة. 


الخاصية الخامسة: 
إذا احتوت عناصر أي صف أو عمود 2 محدد ما على عامل مشترك» فان قيمة 
هذا المحدد تساوي العامل المشترك مضروباً 4 مفكوك المحدد. 
وتتضح صحة هذه الخاصية من ملاحظة أنه لو كان لدينا المحدد: 
Ка, Kb, Кс,‏ 
مه р |= а, b,‏ 
аз b с,‏ 
فیلاحظ أن عناصر الصف الأول تحتوي على الثابت کا ء وبالتالي فانه يتم أخذ هذا 
الثابت کعامل مشترك وایجاد قيمة الحدد كمل يأتي: 


ар bi c, 
و۸‎ -К ја, b, c , Kz 0 
аз b, cs 


رٹم ایجاد ظيمة الحدد аз‏ الغايت ع 
أمثلة عامة: 


الو حدة الخا 


(Ачаа 


3 


1-بدون فك المحدد بين آن: 


a> x a 
ab y b| =0 
تحلیل السوال:‎ ас d c 
بالنظر إلى العمود‎ 
الأول 2 المحددء‎ Ш 
الحل: نلاحظ وجود عامل‎ 
8 "0" إذن الطرف الأيسر من المحدد يساوي: 5 ترك‎ 
عناصره.‎ a Х а 
ахь y ЫГ 
c d c 


یلاحظ أنه تم أخن العنصر "А"‏ 2 العمود الأول کعامل مشترك. ووفقا للخاصية 
الثانية فان قيمة الحدد- صفر نظراً لتساوي العمود الأول والعمود الثالث: 


2-بدون فك المحدد اثبت آن: 
c‏ ]ےہ 6-1 
a+] 2-1 a =0‏ 


5-1 1+ط‎ b 

الحل: 
باضافة عناصر العمود الثاني إلى العمود الأول ينتج ما يآتي: 
2c c+1 c‏ 
2a 2-1 а|Г‏ 
b‏ 0+1 20 


يتم آخذ العدد 2 کعامل مشترك من العمود الأول ینتج ما يأتي: 


c c+] c 
2x a 2-1 21-0 
b b+1 b 


ويالآتى قان قيمة الحدد تنعدم. 


3- تنعدم قيمة المحدد إذا تساوى فيه صفان أو عمودان . حقق هذه الخاصية إذا 


كانت: 
Да? x 2а‏ 
А = | 620 у 3b‏ 
w с‏ 2800 

الحل: 


نلاحظ أنه يوجد عامل مشترك 2 العمود الأول هو العامل 22 وبأاخذہ کعامل 


مشترك ينتج ما يأتي: 


2а х 2а 
2а х |3Ь у ЗЬ 
с W 0 


ریالنظر )3 use‏ الففيوة اول хаа аа‏ الد القات» ДЬ ХЭ‏ هنات 
تساوياً بين عناصر هذین العمودین؛ ووفتاً للخاصية الثانیة فان قيمة الحدد تساوي 
e”‏ 
مثال: آوجد قيمة × 2 المحدد التالي ثم بين أن قيمته تساوي صفرا: 


2 2 x 
5 5 5 =0 
3 x 3 


الحل: 
يلاحظ أن المحدد يمثل معادلة طرفها الأيمن يساوي صفرا. وبناءً علية فإنه یتم 
فك المحدد باستخدام عناصر الصف الأول بالطريقة العامة ومساواتها بالصفر. 


الوحدة الخا 


مسي 


3 


5х) -2(15-15)+x(5x-15) ]=0‏ 215[ 
5х? -251+30-0‏ 
x 5+6 =0‏ 
یلاحظ أن الناتج معادلة من الدرجة الثانية» وعلیه فانه یتم ایجاد قيمة X‏ 


باستخدام التحلیل كما يأآتي: 


(x—3)(x—2)=0 )حور‎ —x=3 , 2-2 


بالتعویض عن قيمة 2= X‏ أو 3= × ج المحدد: 
#عند التعویض بقيمة 2 = × ينتج ما يأتي: 


2 
3 


دم ہا 


2 
5 
3 2 3 


آذن عناصر العمود الأول تساوي عناصر العمود الثالث وبالاتي فان قيمة الحدد 


بدون فك الحدد» بین أن قيمة الحددات التالية تساوي صفراً. 

1 0 1 6 2 3 a+] 2-1 a 
(a) 3 4 3 (b) | 4 2 (с) c—] с-1 c 
2 5 2 5 


أسئلة التقویم الذاتي )4( 


مستخدماً خواص الحددات. بين أن ЗАД‏ الحددات التالية تساوي صفراً. 


w 1 w 8 10 12 a+2 а-2 a 
(a) wb 2 b (4 1 2 (O |c—2 c+2 c 
wc 3 c 4 5 6 4-2 442 4 


3. الخلاصی: 


ركزت هذه الوحدة على الحددات» من حيث تعریف الحدد ورتبته» ویینت أن 
айх 1 malas‏ سحيو اص مار الک تا على عمد الس فرش ماد 
الأعمدة. 

бхаа адил ان‎ 222 йг 
الثانية. 2. الثالثة. وذلك باستخدام الطريقة العامة‎ .1 

وتطرقت الوحدة إلى آسلوب قاعدة ساروس لایجاد قيمة الحدد من الرتبة 
الثالثة. 

كما تم استعراض خواص المحددات وتسليط الضوء على مدى أهمية تلك 
الخواض Зах ша‏ ۓ إيجاد 2208 المحدد مباشرة دون فك المحدد. 


الوحدة الخا 


مسي 


4 لمحن سکۃ عن الوحدة АН‏ راسین السادسن: 


عزیزی الدارس» بعد دراستك للوحدة الخامسة ( الحددات)» أصبحت 
араа‏ تعربت امعد وین а аа‏ إن ارجاد تیف 
الرقبة الثانية والثالثة. 


وتأتى الوحدة السادسة كامتداد للوحدة الخامسة. حيث سنتعرض لتعريف 


الصفوفات ودرجاتها الختلفة بالإضافة إلى آنواع تلك الصفوفات. 
وستوضح З‏ هذه الوحدة Los‏ آهم العملیات الجبرية علی الصفوفات 


5 اجابات الند ريبات: 


:)1( تدریب‎ 
)2( :۸ -]5<*2[-]7<*3[ 
-10-21 
--11 
(9:4-1-2х11-1-3х3| 
--2-9 ë 
1 
:)2( تدریب‎ 
باستخدام عناصر الصف الأول:‎ 
1 2 | h 5 
(а):А= 1 Е + 
0 3 1 3 1 0 
=1[(5x3)-(0x4)] -0])2×3( -)1×4([+3])2×0(-)1×5([ 
= 15 - 0 - 15 
- 0 
Було; وا‎ 2 + i s 
5 -3 3 3 3 5 


=2[(0x—3)—(5x2)] 4(-1х-3) -(3х2)1-41(-1х5)-(3х0)| 
= -20 -3 + 20 
--3 


الو حدة الخا 


j 


Б^ 
4 G) G) GH] 
хА-|(2х0х-3)-(-3х2х3)-(-4х-1х0) | хх-4)-01х2х2)-(-3х-1х-3) | 
A= -4 k 5 
2А5-9 
(4) تدریب‎ 


فان katib s‏ > صقر 


(a): .. 0‏ 
(b):L]‏ 
من العمود الأول يتم آخذ عامل مشترك العدد 2: 
3 2 3 
.A=22 1 2‏ 
5 6 5 


وبالآتي فإن قيمة المحدد = صفرا. 


..A=2 × 0-0 


(o): 

بإضافة عناصر العمود الثاني إلى عناصر العمود الأول ينتج ما يأتي: 
(а-1)-44-1) 2-1 a‏ 
A=) (c-l +(c+]) с41 c‏ 
(b+1)+(b—-1) 5-1 b‏ 

وباختصار عناصر الصف الأول ينتج ما يأتي: 

28 2-1 a 
А-|2с с-1 c 
20 0+1 b 


+2 الم ام السود الابل: تلفعظ أن هتاف قاسلا نف ٹرکا هو العدد‎ abs 


a 2-1 a 
 А-2| с 41 c 
b b+1 b 


الحدد = صفرا. 
x0=0 П‏ ۸<2.. 


الو حدة الخا 


j 
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7 لتعبيتات: 


السؤال الأول: 
بدون فك الحدد آثبت آن: 
1 1 1 1 1 1 
C a b = |) a b‏ 
ab bC Ca С a” В‏ 
السوال الثاني: 


بدون فك المحدد آثبت آن: 


السوال الثالث : 


آوجد قيمة الحدد: 


bC a a 7 5244 ہے‎ 
(a: Ca b b° (06: 5 0 1 
ab C C -3 3 -4 


الو حدة الخا 


j 
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1 مهید : 
عزيزي الدارس؛ 
مرحباً بك إلى هذه الوحدة (الصفوفات) والتي تتألف من خمسة آقسام 
رئیسة» حيث يزودك القسم الأول بتعریف المصفوفة» وخلفية عامة. 
ویتناول القسم الثاني درجة الصفوفة ومدی آهمیته 2 تعریف المصفوقة . 
ویرکز القسم الثالث على آنواع الصفوفات . 
أما القسم الرابع فیتناول العملیات الجبرية على ا لصفوفات. 
ویتناول القسم الخامس إيجاد قيمة محدد الصفوفة من الدرجة الثانية 
والثالثة متضمناً أمثلة توضيحية تفطي مفردات القسم. 
وتساعدك هذه الوحدة على فهم واستیعاب مفهوم الصفوفات. وحرصنا 2 
الوقت ذاته على أن نقدم لك مادة تعليمية تشتمل آمثلة منوعة وتدریبات وأسئلة تقویم 
ذاتي کفیلة بتلبية احتیاجاتك التعليمية. 


1. 2. آهداف الوحدة : 


عزيزي الدارسء مرا بك إلى دراسة الوحد: الدراسية السادسة وهي 


بعنوان الصفوفات " والذي یتوقع منك بعد دراسة هذه الوحدة أن تکون 
قادرا علی آن: 

| تُعرّف الصفوفات. 

2 تعرف الصفوفات من الدرجة الثانية. 

3. تحسب قيمة الصفوفات من الدرجة الثانية. 

4. ثعرف الصفوفات من الدرجة الثالثة. 

5. تحسب قيمة الصفوفات من الدرجة الثالثة. 

6. توضح الفرق بين الصفوفات من الدرجة الثانية والثالثة. 

7. تشرح آهمية خواص الصفوفات لایجاد قيمة الحدد. 


الوحدة السا 


(ад 


1. 3. اقسام الوحدة: 


عزيزي الدارس. ألفت انتباهك إلى أن هذه الوحدة تتحون من خمسة آقسام 
رئيسة أعدت لكي تحقق الأهداف الأساسية لبذه الوحدة» حيث آرتبط القسم 
الأول بالپدف الأول» والذي يركز على تعريف المصفوفة من حيث المفهوم ودرجته. 

و2 القسم الثاني تناولنا إيجاد قيمة محدد المصفوفة من الدرجة الثانية وهذا 
يحقق البدف الثاني والثالث. 


اما القسم القالث هقد تم الترکیز على آنواع الصفوفات ومدى اهميتها: 
وتم 2 القسم الرابع تناول العملیات الجبرية على المصفوفات وبینا فيه مدی 
آهمية تلك العملیات الجبرية. 
0 :9 ئ0" 
الٹائیڈ Ы‏ وهذا یحقق البدف السادس. 


1. القراءات الساعدة: 


تمثل الراجع الاتية قراءات إضافية مساعدة تتعلق بالوضوعات التضمنة 2 هذه 

الوحدة. ДА!‏ عزيزي الدارس أن تساعدك 4# الزید من التعمق 2 مفردات الادة 

العلمية نظراً لارتباطها الوثیق بهذه الوحدة. 

1 ابو بکر «ээс‏ عبدالحلیم (1994): الرياضة البحتة للعلوم التجارية, 
منشورات جامعة عبن شمش. القاهرة: جمهورية مصر العربية. 

2 باروم. آحمد محمد وآخرون )1988(: الریاضیات 2 الاقتصاد والادارة 

الطبعة الخامسة. دار الشروق للنشر والتوزيع» جدة: الملکة العربية السعودية. 

3. الوحيشي» جمال أحمد )2010( الریاضیات للع وم الاداريتة. الطبعة 
الرابعة» منشورات مرکزا لأمين» صنعاء؛ الجمهورية اليمنية. 

4.حسن» سعید أحمد وآخرون (2005): الریاضیات للعلوم الادارية» الطبعة 
الثالثة. منشورات مرکزا لأمين» صنعاء: الجمهورية اليمنية. 

5. متولي؛ مختار محمد. (1993): الأسالیب الرياضية للاقتصادیین. الطبعة 
الأولی ء منشورات جامعة اللك سعود » الریاض: المملكة العربية السعودية. 

6 مصطفی. أحمد فتحي وآخرون . ( 2002): مقدمة 4# الریاضیات للعلوم 
الادارية» الطبعة الأولیء منشورات جامعة اللك سعود. الریاض: الملکة 
العريية السعودیة. | 


الو حدة السا 


دسي 


1 الوسائط التعليمية المساعدة: 


w میم‎ 


عزيزي الدارس» لكي تتحقق آهداف هذه الوحدة يجب عليك أن تقوم بالاتي: 
+ قراءة المادة العلمية واستيعابها استيعاباً جيداً وحل التدريبات التي وردت بط 


هذه الوحدة والتقويم الذاتي الخاص بها. 
Ф‏ عرض شرائح موضحعاً علیها أجزاءً من المادة التغليمة: 


6.1. ما تحتاج إليه لدراسة الوحدة: 
عزيزي الدارس» نلفت انتباهك قبل دراسة هذه الوحدة إلى التأكد من تهيثة 
المكان الملائم للدراسة ولديك دفتر وقلم. 

و2 أثناء دراسة الوحدة حاول الإجابة عن جميع أسئلة التقويم الذاتي» حيث 


تساعدك ب2 مراجعة مفردات الوحدة بالإضافة إلى التدريبات فهي تكسبك 
المهارات لتعلم المادة العلمية. 


2 المصموفات : 


اد ا aaa ае а ЛД ар‏ كل СИ‏ ہا سن 
الخلقية الرياضية للدارسین ك مجال الاقتصاد والاحصاء والعلوم الادارية هموما 
حیث یتعامل الباحث 2 كثير من مجالات البحث العلمي مع مجموعة من العناصر 
المرتبة 2 شکل صفوف وآعمدة. МЭ‏ وضعت هذه العناصر 2 صفوف وأعمدة بين 
قوسین على الصورة | أو الصورة ( ) سمیت مصفوفة " “Мах‏ 


الوحدة السا 


(ад 


2 .2. تعریف الصفوفة: 
المصفوفة هی مجموعة من العناصر ا مرتبة 2 عدد m‏ من الصفوف وعدد П‏ 
من الأعمدة» ويمكن كتاية المصفوفة على الصورة: 


А-| ريك‎ ау ... ац | 


| 


آو الصورة: 


1 
B= азр 922 کم م22‎ 
401 ањ2 Amn 


حیت : 


3 


والمصفوفة А‏ تتكون من صف واحد وعدد 2 من الأعمدة» والمصفوفة В‏ 
تتكون من عدد Ш‏ من الصفوف وعدد П‏ من الأعمدة. وسوف نستخدم حروضا 
5 
А,В, C ,....‏ لكي ترمز للمصفوفة 


وحروفاً مثل: 
۳۶ء A; Ds; C‏ لكي ترمز لعناصر المصفوفة 
3.2 رتبة المصفوفة: 
نستخدم مصطلح رتبة المصفوفة للدلالة على عدد الصفوف وعدد الأعمدة 3 
المصفوفة. 


- 


تعریف: 
إذا كانت الصفوفة В‏ تحتوي على عدد m‏ من الصفوف وعدد П‏ من الاعمدة 


فان رتبة المصفوفة B‏ هي ( m xn‏ ). 


الوحدة السا 


دسي 


D = 1‏ هي مصفوفة من الرتبة )1 .(3x‏ 
3 


والمصفوطة: 


2 4 
B= | 3 |‏ هي مصفوقۃمن الدرجة (2х2)‏ 
103 تتکون من صفین وعمودین. 
2 انواع المصفوفات: 
هناك الكثير من المصفوفات التي لبا أهمية خاصة أهمها: 


32 الصفوفة التطریة؛ 


تعریف: 


فإنها تساوي قیماً غير متساوية. 


أي آن: 151 , a.=0‏ 


1) 


0 0 3 
д,‏ | 0 1 0> ۸ مصفوفة قطرية من الرتبة (3х3)‏ 
2- 0 0 


2.4.2. مصفوقة الوحدة: 


الو 


تعریف: 


5 


3 تسمى المصفوفة یمصفوفة الوحدة إذا с‏ جمیع عناصر القطر الرئيسي 
۴1 تساوي واحد صحیح. آي آن: 


0 0 1 
الصفوفة 0٦۱‏ 1 1-10 مصفوقة الوحدة من الرتبة (3<3). 
1 0 0 


2 المصفوفة القياسية: 


- 


تعریف: 


فأنها تساوي مقدار ثابت ک1. أي آن: 


2 0 

2 0 = مصفوفة قياسية من الرتبة (3х3)‏ 
0-0 

وعناصر القطر الرتيسي هي: 2 > а =2, а, =2 , а;‏ 


4.4.2. 432.211 التمائلة: 


الوحدة السا 


دسي 


2 3 4 
B= 3 5 -8 | д‏ هي مصفوفة متمائلة. أي آن: 
6 2-8 


аур - 321 , ауз 289 , 9823-4432‏ 
2 المصفوفة البدلة: 
تعریف: 


[ذا كانت А‏ مصفوفة من الرتبة ( )۰ فان الصفوفة АТ‏ 


هي مصفوفة من الرتبة (П x m)‏ والناتجة من وضع صفوف المصفوفة А‏ آعمدة 


.2 المصفوفة .اي أن زز а; =а‏ لجميع فیم: Я РЕ m‏ 
21-20 2 اک1 


مثال5: 
1 3 2- 4 
الملصفوفة 9 5 7 В-|5‏ مصفوفة من الرتبة (3<4). 
3 2 0 6 


والصفوفة البدلة В‏ هي مصفوفة В!‏ من الرتبة (3 ×4) حيث: 


(95) 
о л — ما‎ 
о о о © 


الس أن الت اارا Вадаа‏ هر الود оа PAN‏ 2 
وهذا ینطبق على الصفوف الأخرى. 


الوحدة السادست 


| 


2 المصفوفة المثلثية: 


تعریف: 


بالمصفوفة الثلثية العلياء و2 القابل فان الصفوفة التي جمیع عناصرها أعلى 
القطر الرئيسي آصفار تسمی بالمصفوفة الثلثية السفلی. 


مثال6: 
12 4 
B=| 0 5 -8 ¿all‏ هي مصفوفة مثلثية علیا ОЎ‏ جميع العناصر 
أسفل القطر الرئيسي تساوي صفراً. والصفوفة: 
0 0 4 
0 5 7]</) هي مصفوفة مثلثية سفلی ОЎ‏ جمیم العناصر 
6 3 9 


آعلی القطر الرئيسي تساوي صفرا. 


2 العملیات الجبرية على الصفوفات: 
تشتمل العملیات الجبرية على الصفوفات: تساوي الصفوفات» عملیات 
الجمع؛ وطرح وضرب الصفوفات. وسوف نتناول هذه العملیات الجبرية على النحو 


الاتي: 


الوحدة السا 


١ 


2. تساوي الصفوفات: 


- 


تعریف: 
إذا كانت A š B‏ مصفوقتين لبما نفس الرتبة وكان ر8 - а;‏ لجمیح 


قيم 1 و [ فإن: 8 - A‏ 


من التعریف السابق عجن خاصیة الضاوی فتحقق زذا تحقق شرطان: 
آ-عدد الصفوف والأعمدة .2 الصفوفتین متساویة. 
ب-العناصر التناظرة .2 الصفوفتین متساوية. 


13 كانت لدینا الصفوفتان: 


پلاحظ أن الصفوفتین من نفس الرتبة (2х2)‏ وآن جمیع العناصر التتاظرة 


3 ۱ 3 ۱ 
A= , W= 
۲ s 1 2 


АХА 


2.5.2. = الصفوفات: 


- 


تعریف: 


إذا كانت А, B‏ مصفوفتین من الرتبة (m × n)‏ فان الصفوفة 


р=А +В الجديدة:‎ 


مصفوفة من الرتبة ٦ء‏ حیث: dij =а;; ти‏ لجمیع فيم ),41 


الو 


5 


السادسہ 


مصفوقتين لہما نفس 4331( وتمثل نتيجة الجمع عناصر المصفوفة الجديدة. 


ураг ادا كانت‎ 
2х2 


4| 1 2 
Фон ЗЭ яс 
1 5 و‎ 6 3| 
الحل:‎ 


عملية الجمع علیهما على النحو с ЛАЙ‏ 


3 4 1 2 3-1 4-2 
С-А-У = + = 
ال امم‎ 
0 4 6 
т |7 8 


3.5.2. طرح المصفوفات: 


تعریف: 
إذا كانت B‏ , ۸ مصفوقتين من الرتبة «(їпхп)‏ فان لمصفوفة الجدیدة: 
С-А-В‏ 


مصفوفة من الرتبة (хп‏ حیث: ,5 = Ci; =а;;‏ لجمیع فيم ).41 


bs ap l| ادا كانت تدكا‎ 
== 8 6 4 2 
Í 0| اس‎ 
зө ? 1 2x2 7 1 2х2 
: мэ 
| (D-W) فاوجد فیمه:‎ 


الحل: 
الصفوفتان D , W‏ 142 الرتبة نفسها وهي 4(2х2)‏ لذلك یمکن 


8 6| [а 2] [8-4 6-2 
B=D-W = - - 
Ë 1 Ё 1 s | 


2 ضرب الصفوفات: 
الأعمدة 2 3931( يساوي عدد الصفوف 2 الثانية. 


تعریف: 
إذا كان لدینا الصفوفة А‏ من الدرجة(1 (m x‏ والصفوفة B‏ من الدرجة 


(n x p)‏ فان ناتج الضرب يعطي مصفوفة جديدة: 8 D=A x‏ من الدرجة 
«тхр)‏ 


ويوضح لنا التعريف السابق أن عملية الضرب تتم عندما يحون хус‏ آعمدة 
الصفوفة الأولی مساوياً لعدد صفوف اللصفوفة الثانية. ویوضح الثال الآتى إجراء 
عملية ضرب مصفوفتین. 


إذا كنت لدينا المصفوفتان: 
з 0‏ 
2 4 1 
5 0 تن A= 2 -1 А‏ 
(2х3)‏ 2 
(3х2)‏ 2 4 
قآوجد: (АхВ)‏ 


У‏ أن الصفوفة А‏ من الدرجة (2 ×3) والصفوفة В‏ من الدرجة 
4(2Х3)‏ ویناء عليه فان عم ¿L‏ الضرب ممكنة 2 هذه الحالة 
وذلتك ТҮРЭГ‏ الآعسوة А aa aski‏ مساو شید السترف Н.СООБ” ҮР‏ 
وتکون المصفوف الناتجة من الدرجة 3х3)‏ 


الوحدة السادست 


| 


3 | 


l 4 2‏ 1- ضرب الصف الأول من 

1 0 ۱ = الملصفوفة الأولى بے 

2- 4 العم_ود الأول من 

5 алсын )31(+)01( (3х4)4(0х0) (3x2)+ (0x5) 

ضرب الصف الثاني 

asus =| (2х0)+(-1х1) (2x4)+(-1x0) (2х2)-4-1х5) 

(4х1)+(-2х1) (4х4)-1-2х0) (4x2)+(-2x 5)‏ العمود الأول من 
الصفوفة الثانية. 

6 12 3 ضرب الصف الثالث 

1- 8 11- من الصفوفة الأولى 2 


1- بین آن: B‏ , ۸ تقبلان الضرب. 
2-اوجد A x B‏ ثم اذکر نوع المصفوفة الناتجة. 


آوجد قیم کل من c)‏ , 0 , 2)حتی تکون الصفوقة الاتية متماظة: 

2 a b 
A= 4 3 c 
6 -7 5 


الوحدة السا 


(шад 


آسئلة التقویم الذاتي )1( 


السوال الأول: إذا کانت: 


1 0 0 3 0 0 
A=|0 0 1| , B=20 0 -4 
0 1 0 


0 3— 0 
المطلوب: بین آن: ( A , B‏ ) تقبلان الضرب» ثم اذکر نوع المصفوقة الناتجة. 
السؤال الثاني: مستخدماً خواص المصفوفات آوجد قيمة کل من: 
«a,b,c, 4)‏ 


6a a+b Е 18 10 
15 2а+с) (а+с 4 


2. إيجاد قيمة محدد الصفوفة: 
سنتناول 2 هذا البند ایجاد قيمة محدد المصفوفة من الدرجة )2 2 ) ومن 
الدرجة (3х3)‏ على النحو الاتي: 
2 إیجاد قيمة محدد الصفوفة من الدرجة (2 (2x‏ 
تعریف: 
a, а;‏ 


маан га 
а A22 


ادا كانت لدينا المضفوظة | 


Ав =(ау ха ( - رية)‎ × 312) 


الو 


5 


پلاحظ ШУ‏ استخدمنا الرمز Др‏ للتعبیر عن محدد الصفوفة 8 . 


3 == 2 
مثال1 1: آوجد قيمة محدد المصفوفة: 1 АЯ‏ 
F‏ 


الحل: 


السادسہ 


A» = (2х4) - )1×-3( 
= 8+3= 11 


لا 


2. إيجاد قيمة محدد المصفوفة من الدرجة (3х3)‏ 


a13 
إذا كانت لدينا الصفوفة | ورك‎ 


833 


а а 
23 22 
+a, 


يُلاحظ أنه تم تکوین محددات من الدرجة الثانية باستخدام عناصر الصف الأول 
ومن ثم نحسب العوامل الرافقة لعناصر هذا الصف. 
وهناك طريقة آخری لایجاد قيمة محدد الصفوفة ذات الدرجة الثالثة یطلق علیها 
قاعدة ساروس. وآسلوبھا: 
1- يتم نقل العمود الأول والعمود الثاني على يمين الصفوفة . 
2- تحدید الأقطار الرئيسة والفرعية بثلاثة آسهم من الأعلى للأقطار الرئيسية 
وثلاثة آسهم من الأسفل إلى الأعلى للأقطار الفرعية. 


وقد نم تناول هذه القاعدة بالشرح والتحليل 2 الوحدة الخامسة. 


1 
З مثال12:‎ 
Í -1]1 2 

اذا كانت لدینا الصفوفة: 3 1۱0 

512 0 


الحل: باستخدام قاعدة ساروس: 


A, =[(1x3x5)+(2x1x2)+(—1x0x0)] 
-|1(2х3х-1)-(0х1х1)-(5х0х2)| 
А, <]15+-4[-]-6[ 
= 19+ 62-5 


7.2 العامل الرافق: 


تعریف: 


cj =D А, 


العامل المرافق لأي عنصر (ан)‏ من عناصر المصفوفة» هو عبارة عن الحدد 
(Ан)‏ بعد АМ|‏ عناصر الصف والعمود الواقع فیهما هذا العنصر؛ ويكون العامل 
الرافق هو العنصر الباقي. 

ویتوقف نوع الاشارة التي تسبق (ЗЭ! ха‏ أي عنصر على کون مجموع ترتیب الصف 
والعمود الواقع فیهما هذا العنصر лэ)‏ أو فرديا وفقاً للقاعدة الاتية: 


ادا كان مجموع ترتیب الصف والعم ود الواقع فيهما العنصر زوجياً 
ڪانت الإشارة موجية )+( أما إذا ڪان مجموع ترتيب саад!‏ والعمود 
الواقع فیهما العنصر فردیاً كانت الاشارة سالبة (-). 


сул )-1( A, 


زز6 : مرافق العنصر. 
[1 : ترتیب الصف والعمود الواقع فیهما العنصر. 
۷: محدد العنصر (а)‏ بعد حذف الصف (1) والعمود ([) الواقع فیهما 
العنصر. 


الوحدة السادست 
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3 الخلاصئ: 


ركزت هذه الوحدة على المصفوفات» من حیث التعریف والدرجة. وبینت أن 
هناك درجات مختلفة للمصفوفة تستخدم للدلالة على عدد الصفوف وعدد 
الأعمدة. كما تناولت الوحدة آنواع المصفوفات التي لپا آهمية خاصة تساعد 2 
تحلیل الصفوفات. 

وتطرقت الوحدة أيضاً إلى آسلوب العملیات الجبرية على الصفوفات التمثل 


-2 عملیات التساوي» الجمع والطرح وضرب الصفوفات. 

کہا ай‏ الوحدة ايض заваа хахах арг‏ 42552 الثائية 
ОШО,‏ باستخدام الطريقة العامة وقاعدة ساروس. 

وتضمنت الوحدة بالشرح والتحلیل آمثلة متنوعة تفطي الواضیع الختلفة التي 
تم تناولہاء بالاضافة إلى التدریبات وأسئلة التقویم الذاتي والتعیینات. 


4 لمحن مسبقي عن الوحدة الد راسيت السابعت: 


عزيزي الدارس» بعد دراستك للوحدة السادسة (الصفوفات). آصبحت قادرا على 
تعریف الصفوفة وتحدید درجاتها الختلفة» بالاضافة إل ایجاد قیمة محدد 
المضفوظة من الدرجة الثانية والقالقة: 

رر هذه المح ستشقاول اسلوب حل ИГ‏ الجر r‏ حالة مشررعد 
ومتفیرین باستخدام الحذف والتعویض وحل معادلة الدرجة الثانية باستخدام 
التحلیل والقانون العام. بالاضافة إلى استخدام اسلوب الحددات- قاعدة کرامر- 
والصفوفات 2 حل العادلات الخطية 2 حالة متغیرین وثلاثة متفیرات. 


الوحدة السا 


j 


5 اجابات الند ریبات: 


تدریب (1): 


0 0 3 0 0 2 
0 7104 0 3 ہرم 
1 0 0 1655 < 5۰ 


(3х3) 
یلاحظ لن عدد أعمدة المصفوفة الأولى = عدد صفوف الصفوفة الثانية وبالتالي‎ БЯ 
تقبلان الضرب.‎ A ? B فان‎ 


2 0 3 0 0 
(2)АхВ-1-1 3 0۱0 4 0 
5 -4 1 0 0 1 
6 0 0 
=—3 12 0 
15 -16 1 
хуш نوع المصفوفة مثلثيه‎ # 
:)2( تدريب‎ 
a=4 b=6 , с=-7 
ë 
2 6 Т 
А-14 -7 х 
3 
6 


| 
4- 
ما 
دسي 


- 
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7. التعیینات 

السؤال الأول: 

= : X,,X,,X,,X, آوجد قيمة کل من‎ -1 
1 4X, 0: (012 8 
3 10 АХ,4Х,/ [X +X, X, 

2- إذا کانت: 3 


3 4 1 1 2 2 2 3 1 
A= , B= , C= 

Ё -1 1 НЬ 1 її 1 

D = А? +3B—2C 


3- آکمل عناصر المصفوفة А‏ لتكون متمائلة: 


4 
А-|-8 6 ۰ 
12 -4 0 
السوال التاني:‎ 
کانت:‎ 13 -1 
4 a b 
В-|-6 8 c 
7 -12 9 


فأوجد »© , a b‏ حتی تکون المصفوفة متماثلة: 

2- آوجد قيمة کل من العددین الحقیقیین Y‏ , × اللذین يحققان العادلة: 
وہر X 3) (Х7-2‏ 
2Y 1 1+ Y° Х-Ү‏ 


3- آوجد مصفوفة العوامل الرافقة للمصفوفة А‏ : 


> 

1 
ی + بث 
O‏ — من 
دم يې کہ 


الوحدة 


السا 


3 


تی اہ تمہ 


уРТЭХ الوحدة‎ 


- 


المعادلات | 


1 القدمة Ене‏ 
1.. تمهيد о‏ ےت تحت 
1.. آهداف الوحدة Иа e‏ 
1.. أقسام الوحدة а А.‏ 
1 القراءات المساعدة ۰۰٤۶‏ و 
5.1. الوسائط التعليمية الساعدة 7  +‏ 9 
1 ما تحتاج 441 لدراسة الوحدة Еа Е‏ 
2 العادلات الجبرية Тэсо Л‏ 
2 مقدمة دوک و P au ha dis OP‏ ی ںات 
2. العادلات الخطية puas‏ ا ا УЗЕЛИ ТЕРА O‏ 
2 طرق حل العادلات الخطية 22217772 
2 طريقة الحذف шэг оо‏ 
222 کر اک وین АРАТ‏ 
2. معادلة الدرجة الثانية وو رر رر رر رر و ٹا 
2. حل نظام المعادلات الخطية باستخدام قاعدة كرامير....... 
2 حل العادلات الخطية 2 حالة مجهولين رس رر 
2.4.2. حل العادلات الخطية 2 حالة ثلاثة مجاهیل 22 
2 حل نظام العادلات الخطية باستخدام الصفوفات 00ت 
2.. حل المعادلات الخطية 2 حالة مجهولين 200000 
2 حل العادلات الخطية 2 حالة مجهولين Но‏ 
3. الخلاصة O ЕЕЕ‏ 
4. لمحة مسبقة عن الوحدة الثامنة ООНА‏ 


سض مدمهده۱ه۰,»ه۰«,"م,"م,"صس,پ/,// 5 


эж 


v— 2 


ла المقد‎ 1 


1 تمهيد : 

عزيزي الدارس. 

مرحبا بك إلى هذه الوحدة (العادلات الجبرية) والتي تتألف من خمسة 

ویتناول القسم الثانی تعریف العادلة الخطية› والصورة العامة لہا 2-5 حالة 
متغیر واحد- وأسلوب حلها متضمنا أمثلة توضيحية لتتمکن عزيزي الطالب» من 
استیعاب أسلوب حل هذا النوع من العادلات واستخدامه 2 الحياة العملية. 

ویرکز القسم الثالث من هذه الوحدة على العادلات الخطية 2 حالة 
متغیرین وطرق حل تلك العادلات باستخدام الحذف والتعویض. 

آما القسم الرابع فیتناول معادلات الدرجة الثانية وطرق حلها باستخدام 
التحلیل والقانون. 
مجاهیل باستخدام الحددات والمصفوفات. وتساعدك هذه الوحدة على فهم 
مادة تعليمية تشتمل أمثلة منوعة وتدریبات وآسئلة تقویم ذاتي كفيلة بتلبية 
احتياجاتك التعليمية. 


الوحدة السابعت 


امعادلات الح 


18 | 7 


1 


1.. آهداف الوحدة : 


عزيزي الدارس» مرحباً بك إلى دراسة الوحدة الدراسية السابعة وهي بعنوان " 
العادلات الجبرية " ویتوقع منك بعد دراسة هده الوحدة أن تکون قادراً على آن: 
1 تشرح آهمية العادلات الجبرية. 
АЕ s:‏ 
p ЕО о‏ ول ei‏ 


تُعرّف العادلات الخطية 2 حالة مجهولن. 


تعرف معادلة الدرجة الثانية بے حالة مجهول واحد. 

.تشرح آسلوب حل معادلة الدرجة الثانية. 

تشرح آسلوب حل المعادلات الخطية باستخدام الحددات. 

. توضح آسلوب حل العادلات الخطية باستخدام الصفوفات. 

10 تفرق بين آسلوب حل العادلات الخطية باستخدام الحددات والصفوفات. 


s) CQ بت نے‎ G ¿S ف‎ ЛЭ 


1. اقسام الوحدة: 


عزيزي الدارس. آلفت انتباهك إلى أن هذه الوحدة تتحون من خمسة أقسام رئيسة 
آعدت لكي تحقق الأهداف الأساسية لپذه الوحدة» حیث ارتبط القسم الأول بالبدف 
الأول» والذي يركز على العادلات الخطية. 
АЕА ЕЕ ЕЕЕ‏ 
121 د حالة مجهول 14222211 :322133 اليدقة ال وار 


= 
آما ب2 القسم الثالث فقد تم الترکیز على العادلات الخطية ب2 حالة مجهولین 1 
3 


وأسلوب حلها باستخدام الحذف والتعویض» وبهذا تحقق البدف الخامس والسادس. 

وتم 4 القسم الرابع تناول معادلات الدرجة الثانية ب4 حالة متفیرواحد» حيث 
بينا ‏ هذا القسم أسلوب حل تلك العادلات باستخدام التحلیل والقانون» و القسم 
221 2 اسلوت انحددات وا تعفرفات لحل المعادلات الشطية د ال متفر 


بعہ 


العادلات | 


وثلاثة متغيرات. 


7 159 


- 


1.. القراءات الساعدة: 


تمثل الراجع الآنية قراءات إضافية مساعد: تتعلق بالوضوعات انت Э.‏ 
هذه الوحدة» آمل -عزيزي الدارس- أن تساعدك ب المزيد من التعمق 2 
مغردات 558 العلمية نظرا لأرتباطها الوشق بهذه الوحدة. 

1. مصطفی. أحمد فتحي وآخرون . ( 2002): مقدمة 2 الرياضيات للعلوم 
МАТИ ЕУ‏ منشورات جامعة املك ستهود : الرياض: اما 


2 باروم» آحمد محمد وآخرون )1988(: الریاضیات 2 الاقتصاد والإدارة» 
الطبعة الخامسة. دار الشروق للنشر والتوزيع» جدة: المملحة العربية 


السعودية. 

3. الوحيشي ¿ جمال أحمد (2006) » الرياضيات 2 العلوم الادارية» الطبعة 

الرابعة» » منشورات مركزا لأمين» صنعاء: الجمهورية اليمنية. 

4 آبو بكرء عبدالله عبدالحليم (1994): الرياضة البحتة للعلوم التجارية 

منشورات جامعة عین شمش. القاهرة: جمهورية مصر العربية. 

5 متولي» مختار محمد. (1993): الأسالیب الرياضية للاقتصادیین» الطبعة 

الأولى» منشورات جامعة اللك سعود» الریاض: المملكة العريية السعودیة. 
جامعة اللك سعود » الریاض: المملكة العربية السعودیة. 


| الوسائط التعليمية المساعدة: 


w ме 


عزيزي الدارس» لكي تتحقق أهداف هذه الوحدة يجب عليك أن تقوم بالاتي: 
+ قراءة المادة العلمية واستيعابها استيعاباً جيداً وحل التدريب التي وردت х‏ 
هذه 


الوحدة والتقويم الذاتي الخاص بها. 


Ф‏ عرض شرائح موضحاً عليها أجزاء من المادة التعليمة. 


1 ما تحتاج إليه لدراسة الوحدة: 


عزيزي الدارس» نلفت انتباهك قبل دراسة هذه الوحدة إلى التأكد من تهيئتك 
الکان اللائم للدراسة أن يكون لديك دفتر وقلم. 
و2 أثناء دراسة الوحدة حاول الإجابة عن جميع أسئلة التقویم الذاتي» حیث 


تساعدك بے مراجعة مفردات الوحدة بالاضافة إلى التدریبات فهي تکسبك 
الهارات لتعلم المادة العلمية. 


СУУ мал! 2‏ الجبریت: 


2 مقدمة: 
من الاسباب المهمة والرئيسة التي تجعلنا نهتم بدراسة الریاضیات هو 
استخدامها Z‏ حل الكثير من المشاكل التي تواجهنا ب الحياة العملية» وذلك من 
خلال تحویل تلك الشاکل إلى نماذح رياضية. 
وتعتمد مقدرتنا علی التعامل مع ЕЗИ‏ الرياضية على معرفتنا بالهادلات 
الرحاضیة رالامالیت Л амс ли‏ بط هة اس دز الطرق اة تيل 
العادلات الجبرية على النحو الأتي. 


2 المعادلات الخطية: 
تعطي المعادلة دلالة على أن كميتين رياضيتين متساویتان» فعلى سبيل المثال 
تأمل المعادلة الآتية: 
8X +4=16Х – 8‏ 


تعرف العادلة الخطية بآنها عبارة عن علاقة مساواة بين مقدارین ویمکن 


الو حدة السابعہ 


کتابتها بالصورة: 
aX +b =0‏ 


а+0 «41515 آعداد‎ 2 , b حیث:‎ 


امعادلاث | 


- 
یسم‎ y 


مثال1: 


الحل: 
ولتحقیق ذلك فاته يتم وضع الجاهیل ك طرف ab‏ القیم .2 طرف آخر 


J. =‏ المعادلة: يعني 


البحث عن قيمة X‏ وه 
7.3х =30- 3 ИЕТ‏ 
الطرف 3х =27 = х=9 ТЕ Т‏ 
للطرف الایسر. # نلاحظ أنه تم نقل хэл!‏ 3 إلى الطرف الأيمن مع تغيير الاشارة. 

# نقسم الطرفین على 3 

* ویکون حل العادلة: X=9‏ 

مثال2: 
حل العادلة: 
5x -10=x +2‏ 
الحل: 


# نضع المجاهيل .2 الطرف الأيسر. 
ور كي ےت 


2 - 4 .. 
# نقسم الطرفین على 4 
٭ وبذلك یکون حل العادلة: 3= X‏ 


2 طرق خل النادلات الخطیة 


5 

1 بينا ب4 بداية هذه الوحدة بان الصورة العامة للمعادلة الخطية ذات ال مجھول الواخد 

j|‏ هي: 

ах + 9-0 3‏ 
وحل هده معادلة هو : 

- b = 

20 1 

a = 

7 


162) | [ 


1 


الو حدة السابعہ 


امعادلاث | 


- 
л, 


آما 2 حالة التعامل مع ا معادلات الخطية التي بها عدد )11( من الجاهیل و (m)‏ 
من العادلات فيمكن التعییر عنها 2 الصورة الاتية: 


a X; +a Х, F “лд Х, =b; 
a21 Х, +a) X, +... + a, Х, =, 


а Ху +a х, +...+ وكمورة‎ = bm 
: المجاهيل هي‎ Ф 


ویشترط لعل هذا النوع من العادلات آن بكرن عدد الجاهیل (п)‏ مساویاً 
لعدد )10( من العادلات. ویتم حل هذا النوع من العادلات اما بطريقة الحذف أو 


2 .1.1 .طريقة الحذف: 

تتلخص هذه الطريقة» باستنتاج قيمة آحد الجهولین بدلالة الآخر من کلتا 
العادلتین بعد توحيد معاملات أي من الجهولین X‏ آو Y‏ فنحصل على معادلة 
بمجهول واحد ویحلها فإننا نحصل على قيمة ذلك الجهول ومن ثم يتم التعویض بهده 
القيمة باحدی العادلتین فیتم الحصول على قيمة الجهول الاخر. 


مثال3: 
цааны.‏ 
Зх + Зу =12 (1)‏ 
2х + 9y = 22 (2)‏ 
الحل: 


# بضرب العادلة (1) x‏ )3-( تحصل على العادلة الآثية: 
-9х-9у--36 (3)‏ 
٭ ويجمع المعادلة (2) مع المعادلة (3) ينتج ما يأتي: 


– 9х – 9у = – 36 (3) 
2х + 9۷ = 22 (4) 
14 


-7х=-14 ج‎ х= — 
7 


х =2‏ 
+ بالتعویض عن قيمة 2 = × 912 نحصل على قيمة ۷ : 
3(2)-3у-12 = 6+3у=12‏ 


[x=2 , y =2} وبذلك یکون حل العادلتین:‎ Ф 
:)1( وللتحقق من صحة الحل نعوض عن قیم ۷۲ ہے العادلة‎ 


.“. الطرف الآيمن = الطرف الأیسر 3(2)=12+ )3(2 
sap‏ 


الحل: 
Ф‏ بطرح العادلة (1) من المعادلة (2) ینتج ما يأتي: 
х +137 = 9 (2)‏ 
-х-Зу--19 (1)‏ 
4= ۷ ,. سس ج :10у-40‏ 
# بالتعویض عن قيمة 4 = ل 2 العادلة الأولى نحصل على قيمة × : 
х+3(4) =19 = +12 =19‏ 


х + 37 =19 (1) 
х +13у=59 (2) 


= 

: 19-2 ے ×.. 
: 22-77 
3 

Ф 5‏ وبذلك يكون حل العادلتین: ( 4 < ۷ , (х-7‏ 
3 

2 

3 


۱64 | [ 


- 


1.2.2 2. طريقة التعویض: 
تتلخص هذه الطريقة .2 ایجاد قيمة أحد الجاهیل بدلالة الجهول الآخر من 
إحدى العادلتین» ثم التعویض بهذه القيمة ب2 العادلة الأخرى فینتج لنا معادلة من 
الدرجة الأولى بمجهول واحد وبحلها نحصل على قيمة ذلك الجهول؛ ومن ثم يتم 
لاالتعويض بهنه القيمة الناتجة 2 أي من المعادلتين فنحصل على قيمة الجهول الأخر. 


أوجد حل المعادلتين: 
0س 
5х -у= 21 (2)‏ 


من العادلة )1( نستنتج قيمة X‏ كما يأتي: 
22-3 
х= — (3)‏ > +3ت 23022 
# بالتعویض عن قيمة × 2 العادلة )2( ينتج ما يأتي: 
22-3у‏ 
1 - ۷7| تاد 
J ١‏ 2 | 


110-15 
2 


у-21 (4) 


*» بضرب طر2 المعادلة (4) x‏ 2 ينتج ما يأتي: 


110 - 15у - 27-42 —110-42=17y 
717 у = 8 
اہ‎ 


Ф‏ بالتعويض عن قيمة 4 = ۷ 32 العادلة (3) ينتج ما يآتي: 
х.22-30) 22 -12‏ 
2 2 
Ф‏ وبذلك یکون حل المعادلتين: } [x=5 , у=4‏ 
وللتحقیق 2 ذلك عوض عن قيم х,у‏ يے أي معادلة یکون الطرف الأيمن = АХ‏ — 


الأيسر. 


الوحدة السا 


x=5 


(зэ 


امعادلاث 1 


مه 
جر یسم 


السوال الأول حل العادلتین التالیتین: 
(0)10х-49-56-3х‏ 4= 27-6 (2) 


السوال الثاني: حل العادلات الاتية: 


4ے م2 5 , 11- 


(a) 2х, +X 


2 


(b) х+3у= 2 , 2x—3y=1] 


أسئلة التقویم الذاتي )1( 
السؤال الأول: 
حل ا معادلات الآتية: 
(a) 2х+у=4 , 3х-5у-13‏ 
0 - و35 2 1 ہ2۴5 + - (b)‏ 


السوال الثاني:حل العادلات الآتية: 
2х +у=14 ‚ 5х + Зу =37‏ 


2. معادلات الدرجة الثانية: 


تعریف معادلة الدرجة الثانية: 


,2 
1 العادلة من الدرجة الثانية هي العادلة التي یمکن کتابتها بالصورة: 
ах? + bX+ C=0 j‏ 
b , C :— 3‏ , 2 آعداد حقيقية» a=0‏ 
2 وهناك зас‏ طرق لحل معادلة الدرجة الثانية من آهمها: 
1 


166 | [ 


تعتمد طريقة التحلیل على كتابة المعادلة بے صورة مقدارين» حاصل ضربھما 
يساوي القيمة ) (C‏ وحاصل جمعهما يساوي الحد الأوسط ( bX‏ ). 


2 
حل العادلة: 36=0+ x“ +13х‏ 
ЕЧ‏ 
الحل: «تحلیل الثال): 


نلاحظ أن معامل ”× يساوي واحداً صحيحاًء وهذا يعني أن یتم ترکیز عملية 
تحلیل العادلة على الحد الطلق ومعامل ء ونبداً عملية التحلیل بالبحث عن عددین 
حاصل ضربهما )36( وهو عبارة عن الحد الطلق ومجموعهما (13) وهو معامل 
× » وهذان العددان هما )4( (9). 

و کی [قارہ аа‏ 5 إشارة العددين:» کاڈا مان إشارة Ши ца‏ سالية: 
ЫГ 20 La ааа аш дэ 2422-2313‏ کار الحد 
الطلق موجبة فهذا يعني أن العددین لما الاشارة نفسها وهي اما موجبة وإما سالبة. 
وبذلك یتم تحويل العادلة إلى حاصل ضرب مقدارین كما يأتي: 

(х+4) (x +9) =0‏ 
ویکون حل العادلة (ایجاد قیم *): 
اما (Х-9-0)4(х-4-0)‏ 
وبذلك فان جذري العادلة هما: 
х=(-9,-4) ۵‏ 


باستخدام التحلیل حل العادلة: 


الوحدة السا 


(зэ 


х +4х= 50 
х? +4х-5=0 
„Сх -1( (х+5 ) =0 


امعادلاث | 


- 
л, 


نلاحظ أنه تم تحلیل الثال إلى مقدارین حاصل ضربهما يساوي )5 —( وهو 
الحد الطلق ومجموعهما يساوي )4( وهو .X Јања‏ 
будаад‏ حل العادلة (ایجاد قیم CK‏ 
اما (Х-1-0)/(Х-5-0)‏ 


وبذلك فان جذري العادلة هما: 


Х-| , x=-5 
حل ا معادلة:‎ 

6х2-х-15-0 
الحل:‎ 


نلاحظ آن معامل “لا يساوي واحداً صععاء وبالتالي تم تحلیل الحد бх‏ 


амд ويكون‎ (355 Ох) 3) 
(3x—5)(2x +3)=0 


وبناء عليه فقد تم تحلیل الثال إلى مقدارين» حاصل ضربهما يساوي )15 —( 
وهو الحد الطلق ومجموعهما يساوي )1-( وهو معامل ×. 
ویکون حل Salal‏ (لیجاد كيم (X‏ 

(2x +3=0) أو‎ (3x —5=0) L.L] 

253. 4 Эхе 


Ф‏ وبذلك فان جذری المعادلة هما: 


42,1211 الثانية: ,43 القانون العام ) الصيغة العامة): 
تستخدم طريقة القانون العام لحل معادلة الدرجة الثانية وتعطي النتائج نفسها 
التي یتم الحصول علیها باستخدام التحلیل. 


1 
: 


بجعت 


العادلات | 


- 


۰ 
0 


сад ША 31:22:24 


إذا کانت: ах? + bx + C=0‏ فان: 


ے٦۷‎ 92 -4ac 
5 23 
وال وخا عامل ور الد اطا‎ 


پاستخدام الصيفة العامة حل العادلة: 
х2-13х--36‏ 
| | 2 تحلیل ا مثال: 
го 2х2 +13х + 36=0‏ | 
А 5‏ نب їА‏ عملية الصل 
Нэгэ ца ын‏ .. 
a=] ,b =13 , C=36‏ باستخدام الصيغة 
وبالتعویض عن هذه القیم 32 الصيفة العامة نحصل على ما يأتي: العامة للقانون» 
b+ | 92 дас‏ - المعادلة بالصورة 
шал 28‏ التي يكون فيها 
44х36) -13 25‏ -”(13) ±(13)_ | الطرفالایسن 
2188 13-5- 
-----т-9Г|‏ 4 == = 
2 )7 


الوحدة السا 


+ ويذلك يكون حل المعادلة: 


(зэ 


х-(-4,-9) 
.6 وهي النتيجة نفسها التي حصلنا علیها باستخدام التحلیل 2 مثال‎ 


امعادلاث | 


- 
۷ ۰ 


باستخدام الصيغة العامة حل العادلة: 


الحل: 
»يتم تحديد فیم: 


4х? –16х+15=0 


а=4 , 6 =-16 , С=15 
وبالتعویض عن هذه القیم 2 الصيغة العامة نحصل على ما يأتي:‎ 


—b+.J b” —4ac Е 


бХ = 
2а 
—(-16)+4(-16)2– 4(4х15) 16+6 
X = = x=— [||] 
2(4) 8 

16+4 5 16-4 3 

X = = — 5 x = £= 

2 8 و 8 


باستخدام التحلیل: حل العادلتین الآتيتين: 


(a) x”-x-6=0 , (b) 5х? +17х =—6 


е: 
1 
باستخدام القانون حل العادلتین الاتیتین:‎ 1 
(а) x” +3x-40=0 , (b) 5х2 + 40х +80=0 
3 
7 
3 
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أسئلة التقویم الذاتي (2) 


حل المعادلتين الاتیتین باستخدام التحلیل» ثم حقق النتائج التي تحصل علیها 
(а) 4x” +16x+16=0 , (Б) x” 2х –3=0‏ 


4.2 حل نظام العادلات الخطية باستخدام (قاعدة کرامیر): 
تستخدم قاعدة کرامیر ‏ حل نظم العادلات الخطية غير التجانسة التي يكون 
قب агаа spa‏ تخود ТЭЭР л‏ موه مرك اما ماو 
يساوي صفراً )20 “|А|‏ 
ویر هته а‏ اکٹ الطرق استحداما وشيوها بخ الاقتصادین کا تکاژ ية 
من سهولة التطبیق. والصورة العامة لکتابة العادلات الخطية هي: 
aX +a, X> +... +a X, =P,‏ 
а, X I +a,X,.+..+a, X, =b,‏ 


а Ху +٥ Х, ки ха?” بطع‎ 


Ф‏ المجاهيل هي: 
9۶۶۶ ۰ 


Ф‏ معاملات الجهول 1 هي: 
ад, аы]‏ و 211 


: معاملات المجهول 12 هي‎ Ф 


الوحدة السا 


2ر9 و 322 , ар‏ 


(зэ 


Ф‏ معاملات الجهول ۾ #هي: 


хөлс #‏ الثوابت هو: 


امعادلاث | 


- 
л, 


2 .هل اتعادلات الخطية ج حالة буйцаа:‏ 
بفرض أنه لدينا نظم المعادلات الخطية الآتية: 
رع وعفورة + aX,‏ 
a2, + a22K2 =D»‏ 
والصورة العامة لإيجاد قيم المجهولين 2×, × نتبع الأتي: 
ТЭР”‏ كرفو كلا مهاج لكات ا لجيولين: 


ау ар 


а 922‏ 
٭ ماگ من أن ف Gata wana‏ ساملات اهر لن لا شاوی صقر : 
0 ( وہ8 × A= (а, xa, - a,‏ 


м! Ф‏ فیمة А,‏ 5 ۸ بعد استبدال معاملات XI : X2‏ 2 مصفوقة معاملات 


لیران ود ارا 
x x 1‏ 
(l)‏ 7 = 22 - ا 
А, ۸ ۸‏ 
Х, _ X, 8 1 (2)‏ 
bı а, a, b, 81: a‏ 
b, a, а) 2 a, a‏ 
sË‏ اه 
A A‏ 
)3( 
52.1 
A, A 5‏ 
3 وبالتالي فان: 
А 3‏ بلع АХ,‏ 


امعادلات الح 
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- 


وذلك بضرب الطرفین 2 الوسطین (العلاقة3). وتتحدد قیم الجهولین كما يأتي: 


۶0 ۸ : قيمة محدد معاملات الجاهیل X.‏ , بک : 
Ду‏ : قيمة محدد معاملات الجاهیل بعد استبدال معاملات Ху"‏ بعمود 


ҮРЭЭР.‏ الحائل بعد انقدال مامات 2 یود 
الثوابت b,‏ 5 بط 
| 
باستخدام الحددات حل العادلتین الآتيتين: 
ے 32- 2X,‏ 
الحل: 
# یتم كتابة مصفوفة معاملات الجهولین وایجاد قيمة الحدد ۸ : 
1 1 
3- 2 
га -(2х1) 15‏ 0 


7 مصفوفة معاملات‎ 2 Ху بعد استبدال عمود معاملات‎ Дү يتم ایجاد قيمة‎ Ф 
зө 1 
3 7ھ ياف‎ B الجهولین بعمود الثوابت:‎ 
4 ۳ 
ЛА = 
3 7 -3 
3 =(1x—3) — (7x]) 
3 = -0 


مه 
л,‏ 


4 يتم إيجاد قيمة А,‏ بعد استبدال عمود معاملات Х,‏ 4 مصفوفة معاملات 


1 
المجهولين بعمود بت | ینتج ما ياتي: 


7 1 1 
Р, 
=(1х7) - (2х1) 
= 5 
كما يأتي:‎ Хү , Хә ویتم ایجاد قيم الجهولین‎ 
m کے‎ R= 
A -5 
-2 
A 5 
X,=— سے‎ 


2 4. 2. حل العادلات الخطية 2 حالة ثلاثة مجاهيل 
الصورة العامة لحل العادلات الخطية ذات الثلات مجاهیل. 


حیث: 
Z 0‏ ۸ : قیمة محدد معاملات الجاهیل :Х, ,Х, ,Х,‏ 
Ду‏ قيمة محدد معاملات الجاهیل بعد استبدال معاملات Хү‏ بعمود 
۸2 : قیمة محدد معاملات الجاهیل بعد استبدال معاملات ×" بعمود 
الثوابت ,6 , وط , .b‏ 
Лз‏ قيمة محدد معاملات الجاهیل بعد استبدال معاملات و ' بعمود 
الثوابت ,b,‏ وط , .b‏ 


الوحدة السابعق 


امعادلات الح 
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باستخدام الحددات آوجد قيم کل من X, ,Х,‏ , بل "2 العادلات ЕЧ‏ 
8 


الحل: 
# یتم كتابة مصفوفة معاملات المجاهيل وإيجاد قيمة المحدد: 
1[- 3 2 
A= 5 -1 2‏ 
0 2 3 


ویاستخدام عناصر العمود الأول فإن قيمة الحدد" ۸ ": 


۲ x Ё 1 В ; 

A=2 -5 +3 

2 0 2 0 -1 2 
-21(-1х0)-1(2х2)-5|1(3х0)-(2х-01-31(3х2)-(-41х-01) 
../۸<- 311 


Ф‏ يتم إيجاد قيمة A,‏ بعد استبدال عمود معاملات Х,‏ 2 مصفوفة معاملات 
4 


المجاهيل بعمود الثوابت:| 15 | ينتج ما يأتي: 
8 


الوحدة السا 


4 3 -1 
3 А|р-(15 =1 2 
8 2 0 


وباستخدام عناصر العمود الأول فإن قيمة الحدد" ۸ ۱: 


امعادلاث | 


л, 


в ;|‏ کو мар‏ 
2 1- 0 2 0 2 
-41((-1х0)-(2х2)1-15|1(3х0)-(2х-01-8|(3х2)-(-1х-1)‏ 
۸-6 
Ф‏ يتم ایجاد قيمة ۸ بعد استبدال عمود معاملات Ху‏ 2 مصفوفة معاملات 
4 
الجاهیل بعمود الثوابت: | 15 | ينتج ما يأتي: 
8 
1- 4 2 
jS 2‏ ڈاذیھ 
0 8 3 
ویاستخدام عناصر العمود الأول فإن قيمة الحدد و ۸ : 
А, 2 15 1 4 N 4 8‏ 
2 15 0 8 0 8 
21(15х0) -(8х2)-5|((4х0)-(8х-11-31(4х2) -115х-1)‏ = 
.A,.=—-3 [|‏ 
Ф‏ يتم ایجاد قيمة ۸5 بعد استبدال عمود معاملات Ха‏ 2 مصفوفة معاملات 
4 
المجاهيل بعمود الثوايت: 15 ينتج ما يأتي: 
8 
4 3 2 
Аз=|5 -1 15‏ 
1 8 2 3 
i‏ وباستخدام عناصر العمود الأول فان قيمة الحدد" و /": 
1 4 3 1 2ھ 
3 15 . 8 2 8 2 
(2х15)]- 5[(3 х8) (2х 4)]+3[(3х15) - (-1х 4)] 3‏ - )158-(21- 
3 سے وہ 
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1 


الو حدة السابعہ 


امعادلاث | 


и-2л2 


ويتم ایجاد قيم الجاهیل وک , ,Х,‏ ,2 كما يأتي: 


۸ 
аз _ ЭЭ.‏ 
265 جو яаг‏ ےو کت 
_ 73 چ. 2 —_ .x‏ 
,1= 2 و х=‏ 
A‏ 
د 9ے хэв‏ 3 
3= کے ولا.. = ولا 


مثال13: 
تمتلك مطاحن البحر الأحمر مصنعين لانتاج الدقیق» وكل مصنع مجهز بخطي 
انتاج آحدهما للدقیق الفاخر والثاني للدقیق العادي. فإذا علمت أن کل 100 
ساعة تشفیل 2 کل من الصنعین تؤدي إلى انتاج ما يأتي بالطن . 
المصنع الأول الصنع الثاني 


الخط الإنتاجي الأول: 5 3 الدقيق الفاخر 
الخط الانتاجي الثاني: 3 6 الدقیق العادي 


والطلوب: 
تحدید зле‏ ساعات التشفیل اللازمة لانتاج 62 طناً من الدقیق الفاخر و 75 طناً 
من الدقیق العادي 2 كلا المصنعين. 


الحل: 
بفرض أن хас‏ ساعات التشغيل الطلوبة 2 الصنع الأول ,× (100ساعة) وآن 
ساعات التشفیل الطلوبة 2 الصنع الثاني Х,‏ (100ساعة). وبالتالي فان عدد 
ساعات التشفیل اللازمة ج كلا المصنعين لانتاج الطلوب تتحدد وفقاً للمعادلتین: 
5X + 326 = 62‏ 
5ھ +6X‏ 326 
# يتم کتابة مصفوفة معاملات الجهولین وایجاد قيمة الحدد ۸ : 


(5х6)-13х3) |‏ ]<۸.. 
21 = 
Ф‏ يتم ایجاد قيمة ۸ بعد استبدال عمود معاملات Хү‏ .2 مصفوفة 


62 
معاملات الجهولین بعمود الثوايت: ۴ ينتج ما يأتي: 


6 5175 
-(62х6)-(75х3)‏ 
147 = 
Ф‏ يتم ایجاد قيمة و۸ بعد استبدال عمود معاملات 2 2 مصفوفة معاملات 


|е 1 


62 
الجهولین بعمود الثوابت: ki‏ ياتي: 


© 5| 
5 دا 2 
-(5х75)-(3х62)‏ 
189- 
ويتم إيجاد قيم المجهولين ХІ, Ху‏ كما يأتي: 
147 4 
ےر نے و ФХ,--5‏ 
I ©‏ "۱ 
A 7‏ 
Е 2‏ 2 حوب 
“Хә = 21 =9 1‏ کے رک 
3 وهذا يعني أنه لانتاج 62 طنا دقیقا فاخرا و 75 طنا دقیقا عاديا یلزم تشفیل 
اتتفین‌ساهات الفشفيل aS‏ 
3 
2 
3 
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1 


الصنع الأول: 
X, x 100‏ 


ساعة تشغيل. 0 = 100 х‏ 7 


الصنع الثاني: 
Х,х 100‏ 
ساعة تشغیل. х100-900‏ 9 


Х|-2Х,-Х, -0 2Х|-Х,-5 -Х,-2Х,-4 


أسئلة التقویم الذاتي (З)‏ 


باستخدام الحددات حل العادلات الاتية: 
2Х-у-7-0 +3۷ - 272 -1 3-7-32 21‏ 


2 حل نظام العادلات الخطية باستخدام الصفوفات: 
یقصد بنظام العادلات الخطية مجموعة من العادلات التي تخد الصورة الاتية: 


الوحدة السابعہ 


a21 Х, + ر4 +...+ دک‎ Xn =b, 


а Ху + 2 وب‎ х, +...+ وكمورة‎ = Bh 


المعادلاتا 


مه 
л,‏ 


Ф‏ الجاهیل هي: 


XI , X, зыла а 
ویمکن التعبیر عن نظام العادلات الخطية أعلاه 2 صيفة نظام الصفوفات على‎ 
ар 2 ать Х| b, 
ар 92 42::1|Х2 5 0 
2 1 а m2 Amn Xn Dm 
A x X = لام‎ 


و الظرف الأسو هو عبان عن مصغوفة متا تلات 1 تحامیل Хэл иШ pana‏ 
مضروبا 2 مصفوفة متجه الجاهیل ونرمز له بالرمز × . 
#الطرف الأيمن هو مصفوفة متجه عمود الثوابت-نرمز لہا بالرمز (1. 
ويمكن حتابة نظام العادلات الخطي السایق 27 صورة مختصرة. 


АХхХ- D 
نحصل على العلاقة الآتية:‎ À Í 2 وبضرب طریذ العلاقة السابقة‎ 


× : مصفوفة متجه الجاهیل. 
! هی مم 445281 2 ДЭ:‏ 
D‏ : مصفوفة متجه الثوابت. 
شروط حل المعادلات الخطية. 
хэс‏ المعادلات يساوي عدد المجاهيل. 
#محدد مصفوفة معاملات المجاهيل )0+ (Ад‏ 


الوحدة السابعہ 


امعادلات الح 


اڑا 80 


1 


الوحدة ر 


- 


امعادلاث 1 


5.2 لا حل المعادلات الخطية 2 حالة مجهولین: 
باستخدام الصفوفات حل العادلتین: 
7х-10у-4 (0‏ 
)2( 9-13 


الحل: 
نكتب معادلتین 2 الصورة الاتية: 


9 .ما ارو‎ ٠ 


بضرب طرخ العلاقة 2 مقلوب مصفوفة معاملات المجاهيل АЛТ‏ ينتج ما يأتي: 


ت80 
їе‏ 


ولایجاد قيم الجاهیل X , у)‏ ) نتبع الخطوات الاتية: 


1- نكتب مصفوفة معاملات المجاهيل 2 الصورة الآتية: 
0 7 
A=‏ 
3 9 


Еэ -(7х-13)-(-10х9)‏ ۲ = ر۸ 
3- و 


2- ایجاد قيمة محدد مصفوفة معاملات الجاهیل: 


= -1 


جر یسم 


- 


3- ایجاد مصفوفة العوامل الرافقة لمصفوفة معاملات الجاهیل: 
9- 13- 
لا = A dj. (А)‏ 
СА) ۳ 1‏ .[ 


823124. as yas tau ll اه السك‎ 4 


—13 10 
A dj. А)! = Ш 
(A dj. A) Ёл ч 


5 -إیجاد مقلوب المصفوفة: 


ДО: он (Adj.A) ' 
AA 


-13 10 
Ас Ш 
-1-9 7 


ولایجاد قيم الجاهیل X , У)‏ ) نستخدم العلاقة الآتية: 


ا 


3 
3 | | 4 1 
J‏ ویضرب عمود الثوابت 2 الصف الأول والثاني من الصفوفة 
3 
ينتج ما يأتى: 
1 | | 
л‏ وبالتالي فان فیم الجهولین هي: 
x= 2 ۷ =1 3‏ 


182) | 7 


- 


«(Хү , Хо) قيم کل من الجاهیل‎ дэд! 
2 3 =4 x 52 = 


(Хү, Хо) کل من الجاهیل‎ < дэд! 


3x, —2x, =—7 


1 2 


آسئلة التقویم الذاتي (5) 


Зээ!‏ قیم کل من الجاهیل ( X, . X,‏ ) باستخدام الصفوفات: 
222 م66 + 4х,‏ 


2 5. 2. حل العادلات الخطية 2 حالة ثلاثة مجاهیل: 
باستخدام الصفوفات حل العادلات الاتية: 


الو حدة السابعہ 


2х+у —z=10 (1) 
Зх + 2۷ + 27 >1 (2) 
5х + 4y + 32 =4 (3) 


امعادلاث | 


- 
۷ ۰ 


الحل: 
یتم کتابة مصفوفة معاملات الجاهیل: 


5 4 3 


сэ 2‏ 2 2113 2اد م 
A дз 5 3 5 4‏ 
ЛА --7‏ 
مصفوقة العوامل اطرافقة: 
2 1 225 
Ад (А)-1-11 16 -3‏ 
1 10- 6 
0 22-01 
Ад, (А) =| 1 16 -10 |0‏ 
1 2-3 
6 11- 2- 
= 10- 16 1 --- ۸۲ 
ارک ын‏ 
1 1 الات 2 
“Ха-А”х р 1‏ 
3 
х | -2 -11 6 0 1‏ 
У|---11 16 -10 1 3‏ 
3 7_ 
tJ‏ 4 1 3- 7 


189 | 


- 


14-| —= 
00( 80 
1 
2 = 
3- 
وبالتالي فان قيم الجاهیل هي: 
x=] , y=2 ,z=-3‏ 
مثال16: 
تشرط papa‏ لات اکا туш ГЭ‏ 
1 ×1 3 2 
4:21|у|-13‏ 3 
2J Z 5‏ 1 1 
انطاقت: 


آوجد قيم الجاهیل (X , У, Z)‏ باستخدام المصفوفات. 


الحل: 
23 
اديه |2 4 ڈاعھ 
2 1 1 


الوحدة السا 


(42311 العوامل‎ 25 asa 


(зэ 


Ad. (А) = 1-5 3 1 


امعادلاث | 


л, 


6 -5 2 
Adj. (А) =|-4 3 -1 
12ت‎ ٣ =l 


وبالتالي فان فيم الجاهیل هي: 
Х--1 š у-0 š z = 3‏ 


الوحدة السابع 


امعادلات الح 
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1 


РЕЕСТР‏ الصفوفات آوجد < کل من Хү, X. Хз‏ 2 امعادلات الاتية: 
Хү + 3 +36 =]‏ 
ху +4x,j+3x, = 0‏ 


Хү + 3х, +X. --1 


أسئلة التقویم الذاتي )6( 


مستخدماً الصفوفات آوجد قیم کل من 2 , х, y‏ العادلات الآتية: 
2х - 5y + 22 -7‏ 
x + 2۷ - 42 - 3‏ 
3x—4y-6z=5‏ 


أسئلة التقویم الذاتي )7( 


مستخدماً الصفوفات آوجد قيم کل من XI , ×2 , Ха‏ العادلات 


الاتية: 


i 
3 


(зэ 


المعادلات | 


- 
یسم‎ y 


3. الخلاصی: 


تناولت هذه الوحدة حل العادلات الجبرية» حيث اشتملت الوحدة على 
الصور المختلفة للمعادلات الخطية ومعادلات الدرجة الثانية وأسلوب حل 
العادلات الخطية باستخدام الحددات والصفوفات. وهذا خلاصة لأهم 
الوضوعات التي وردت 2# مادة هذه الوحدة: 
1. العادلات الخطية 9 حالة متغیر واحد: 

هي العادلة التي يمكن کتابتها بالصورة: 

ах-0р-0 , وج‎ ۷0 

ویتگون حل العادلة 4 هذه الحالة من قيمة وحيدة فقط. 

2 العادلات الخطية 2 حالة متغیرین: 


3. معادلات الدرجة الثانية: 
هي معادلة صفرية یکون طرفها الایسر دالة من الدرجة الثانية وطرفها 
الأيمن مساویا للصفر. ویمکن حل هذا النوع من العادلات ما باستخدام 


طريقة التحلیل واما بطريقة القانون. وکلتا الطریقتین تؤديان إلى النتيجة 
4 حل العادلات الخطية 2 حالة متغیرین وثلاثة متغیرات باستخدام 
الحددات: 

يتم استخدام قاعدة کرامر (الحددات) لحل العادلات الخطية سواء 
كان ذلك 2 حالة متغیرین أو 2555 متفیرات. والشرط الأساسي لتطبیق هذه 
الطريقة هو أن محدد مصفوفة معاملات الجاهیل لا يساوي الصفر. 
5. حل العادلات الخطية 2 حالة متغیرین وثلاثة متغیرات باستخدام 
المصفوفات: 

تعتبر المصفوفات من الطرق المناسبة للتعامل مع أي نظام خطي مهما 
كبر عدد العادلات» ويتم استخدام مقلوب المصفوفة لحل المعادلات الخطية. 
والشرط الأساسي هذه الطريقة هو أن محدد مصفوفة معاملات المجاهيل لا 


الوحدة السابعق 


امعادلات الح 


18 | 7 


1 


(АЗ шшл (Аж 2.4‏ عن الوحدة التامنی: 


عريري الدارس » بعد دراستك للوحدة السايعة (العادلات الجبرية) Í‏ — 
كادرا على حل نادات انط نا aka‏ مشیر راع рз а‏ وخ ل ساالة 


الدرجة الثانية» بالإضافة إلى استخدام الحددات والصفوفات 2 حل 
معادلات النظام الخطي. 


وك الوحدة саг сл‏ دراسة الملاقات والدوال» حرف سٹرگڑ على 
تعريف العلاقة وأهميتهاء وأنواع العلاقات؛ تعريف الدالة وأنواع الدوال من 
حيث نمط تغییر دوال ( تزايدية. تناقصية) والدوال الزوجية والفردية 
kus aus Ni‏ إلى الدوال. الصبريسة ао‏ 


5. إجابات التد ريبات: 


تدريب (1): 
السؤال الأول: 
Ф‏ العادلات الخطية .2 حالة متغیر واحد : 
2x=10‏ ج 2х=4+6‏ ..۔ 4= 22-6 (a)‏ 
їх5‏ 
(b) ۰.10 -8=6 + Зх‏ 
7x =4‏ ج /10Х-3Х-60-8‏ 
кеа‏ 


السوال الثانی: العادلات الخطية .9 حالة متفیرین: 


الو حدة السابعہ 


2хү+хә=11 (0) 


)0 یہی ۳۴ 


٭ بضرب المعادلة الأولى 5 )2-( ينتج ما يأتي: 


المعادلاتا 


مه 
л,‏ 


٭ بجمع المعادلة )3( مع المعادلة (2) ينتج ما يأتي: 


5ху —2x=— (4) 


9х ү = 18 = x, = 2 


Ф‏ بالتعویض عن قيمة 2 = XI‏ 2 العادلة الأولى ینتج ما يأتي: 


11-4 - يعر = 11ے يع + (20 = 11=ر×+ ,×۰2 


-4Х» =7‏ 
ویگون بحل المادلتین: }7= (х(-2 , x‏ 
х +3у= 2 (1)‏ 
(b)‏ 
2Х-3у-1 (2)‏ 
+ بجمع العادلة (1) مع العادلة )2( ينتج ما يأتي: 
x+3y=2 (3)‏ 


2x -3у-1 (4) 


]|[ 1= ×ج 3= 3x‏ 
# بالتعويض عن قيمة ]= × 2 العادلة الأولی ينتج ما يآتي: 
I+3y=2 = 37 =1‏ = 2= 3۷ +× . 
es‏ 
Лу =‏ 
ویکون حل العادلتین: ) 


العادلات | 


۰ 

۰ 

0 
0 


الو حدة السابعہ 


امعادلاث | 


эж 


مه 
۰ ۷ 


معادلات الدرجة الٹائیڈ: 
& تدریب (2): 
(х3) (х+2)=0‏ جد (a) х2-х-6=0‏ 
x=3 ,‏ ج 2Х-3-0‏ 
х=-2‏ > 2-0 ۲ 
وبذلك یکون حل العادلة: [ [x=3 , x=-—2‏ 
(5)-:5х2417х--6-0 = (Sx+2)(x+3)=0O‏ 
/(5Х-2)-0-25х--2‏ 


со 
2 دز کے‎ 
(K+3)=0 — x=-3 
..×=-3 


2- 
ویذلك یکون حل العادلة: ) лийг š Х--3‏ 


:)3( تدریب‎ Ф 


(а) x2+3x—40=0 = г. а=1, Ь=3 ,с--40 ب‎ 


- (6) + 4/2 - Дас 
x= 


2a 
-3+ /9- 4(1x— 40) -3+ 9 
x= — سس سس‎ 
2 2 
- 3 +3 10 
x= هيرجه‎ =5 , 
2 2 
—3-13 -6 
x= = = x= -8 
2 2 
[x=5 و‎ х= -8 } وبذلك یکون حل العادلة:‎ 


(Б) ۰5 + 40х+80=0 = 


„ _ ± —4ac 


2a 


- 40+ ,/1600- 4(5х80) 
X= = 4 


10 
-40-0 -40 
Х- -тХз--- 2.Х 
2 10 
-40-0 -40 
х= سے کو جد‎ 
10 10 


{ х=-4 , x=-4 } 


7 а=5 , =40 , с= 80 


5 


_-40+-0 
10 


Х--4 


وبذلك يكون حل المعادلة: 


المحددات: تدریب(4): 


يتم إيجاد قيمة محدد مصفوفة عوامل المجاهيل |A|‏ فنحصل علی: 


1 -2 1 
A= 0 1 - لاج‎ 
0 -1 1 


Ф‏ ثم نقوم بإيجاد قيم المحددات ,۸ Дз:‏ ۸ التي تستخدم 2 إيجاد قيم 
الجاهیل  Х,.Х,, X‏ فنحصل على : 


0 -2 1 
A= 5 0 1 =7 
4 -1 1 


العادلات | 


۰ 

۰ 

0 
t 


O 1‏ 1 
14 |1 5 2 )ع ول 
1 4 0 
O‏ 2— 1 
As= 2 0 5 =2l‏ 
4 رہ 0 
0 
ویلاحظ أنه عند ایجاد قيمة الحدد ۸ قمنا باحلال متجه عمود الثوابت | 5 
4 


محل العمود الأول وعند ایجاد قيمة الحدد A‏ قمنا باحلال متجه عمود الثوابت 
نفسه محل العمود الثاني؛ وعند ایجاد قيمة الحدد و4 فمنا باحلال متجه عمود 
الثوابت نفسه محل العمود الثالث. 

نقوم بعد ذلك بحساب قیم الجاهیل کالاتي: 


A 
X, = — ЭРЭР 1 -1 
А 7 
A 
X, = — = 14 = 2 
A 7 
A 
X. ہے‎ "5 = с: = 3 
А 7 
د‎ 
1 
5 :)5( الصفوفات: تدریب‎ 


امعادلاث | 


- 
л, 


وبالتالي فان مصفوفة معاملات الجاهیل یتم کتابتها کالتالي: 
3- 2 
В-‏ 
0 
Ад-(2х5)-0(1х-3)‏ 
3 = 


٭ يتم ایجاد قيمة الحدد: 


sa i مصفوظا العوامل‎ # 


٭ ага‏ مصفوقة العوامل الرافقة: 


2 1- 
٭ مقلوب المصفوطة: 

а оз 

131-1 2 
“Х-АГР 
хү) 1 5 ۵4 
x. J 13-1 2/2 

_ 1 02 

413100 
وتکون قیم الجاهیل : 0= х,‏ , 2-2 ۱ 

تدریب (0): 


٭ یتم کتابة مصفوفة معاملات الجاهیل باستخدام عناصر الصف الأول: 


4 3 1 3 1 4 
-3 +3 
3 4 1 4 1 3 


العادلات | 


۰ 

۰ 

0 
0 


ээж‏ العوامل الا 


٭ مُبدل مصفوقة العوامل الرافقة: 


7 -3 -3 
(АдрА) -|-1 1 0 
-1 0 1 


8 х, |=|-1 1 0 || 0 || -1 

1 k J 10 1Д-4)1-2 

مر 3 

# وهذا يعني آن: 2- = x, =-1, x;‏ , 210 ۲۱ 1 


امعادلاث | 


- 
یسم‎ y 
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امعادلات | 


۰ 

۰ 

0 
1 


الو حدة السابعہ 


امعادلاث | 


v— 2 


7 التعیینات: 


السوال الأول: 
حل العادلات الآتية: 
(а) 6X — 10 = — 40 (0) 3) 2x -4)+ 3=10—(x + 5)‏ 
14 7 1 
С)-х-20-0 а) -х---0‏ 
(d) `‏ 029 ( 
السوال الثاني: 


حل العادلات الا تية باستخدام التحلیل: 


(а) 6х2 + 37х + 45=0 (b) х2 +1.9х —1.5= 0 


(С) 10x2 +19x -15 (а) х2-х--6-0 
السوال الثالث:‎ 
حل العادلات الاتية باستخدام القانون:‎ 


(а) х2 + 7х+12=0 (b) 2х2 + 20x + 32-0‏ 
السؤال الرابع: 
حل العادلات الاتية باستخدام الحذف والتعویض: 
7х-11у=-–29 5‏ , 67+ 2(5) 


(6)8х у -10х, 197, 12х, + م22‎ -27-0 


السوال الخامس: 
حل العادلات الاتية باستخدام الحددات: 


(а) 57+ 6۷ 27 , 7x-lly=-29 


(b) 8х,-10х,,-19 : 12x, 22 +27 =0 


(С) 2х-у-2=6 , х-3у-2241 , Зх-у-52=1 


السوال السادس: 
حل العادلات الاتية باستخدام الصفوفات: 


(а) 4х-2у-38 , 2+3۷ 23 


(bx+y+z=3 ,х-2у-2121-5 , 2х+5у-2=0 
(С) 4+۷2 21 , 26-2۷ +7223 , х+3у+22=1 


العادلات ۱ 


- 


۰ 
۰ 
7 


۹ 
“كال 


(хм 8‏ © 9ه 
AEs‏ 


ال ات راز رال 


ге مجعو جع‎ 
үсе ITIP 
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ВОПШЕ да! 1.6‏ 


العلاقات والدوال 


1 المقد من 


1 تمهيد: 

عزيزي الدارس؛ 

مرحباً بك إلى هذه الوحدة (العلاقات والدوال) والتي تتآلف من آريعة آقسام 
رئیسة» حيث یزودك القسم الأول بتعریف العلاقة وخلفية عامة عنها. 

ويتناول القسم الثاني آنواع العلاقات؛ والصور العامة لبا وأسلوب حلهاء 
متضمنا انت توضيحية لتتمکن -عزيزي الدارس -من استیعاب تلف الأئواع من 
العَلاقات واستخدامها 3 الحياة اتعملیۃ 

ويُركز القسم الثالث من هذه الوحدة على تعريف للدالة وأنواعها المختلفة» 
مس متا اس Riau‏ کن الارن هن адал а а‏ د 
الا العملية. حیث یمکن صياغة الكيرهن الشاکل-التي تواجهنا-علی صورة 
دالة توضح العلاقة بین متغیر وآخر. 

Lai‏ القسم الرابع فیتناول خواص الدوال» من حیث التزاید والتتاقص. زوجية 
آو فردية» صريحة آو ضمنية. وحرصنا بك الوق ذاته على آن نقدم لك مادة تعليمية 
تشتمل أمثلة منوعة وتدریبات وأسئلة تقویم ذاتي كفيلة بتلبية احتیاجاتك التعليمية. 


الو حدة الثام: 


منم 


العلاقات والدوال 


1. 2 آهداف الوحدة : 


عزيزي الدارس» مرحباً بك إلى دراسة الوحدة الدراسية الثامنة وهي بعنوان 
" العلاقات والدوال " ویتوقع منك بعد دراسة هذه الوحدة أن تکون قادراً على 


آن: 

1. تُعرّف العلاقة. 

2. تشرح أهمية العلاقات. 

3. تذكر آنواع العلاقات. Ay‏ 
4. تعرف الدالة. )0 
5. تشرح آهمية الدوال 2 الحياة العملية. 

6. تذکر آنواع الدوال. 

7 تذکر خواص الدوال. 

8. تشرح الدوال التزايدية. 

9 تذکر الدوال التناقصية. 

0. تذكر الفرق بين الدوال الصريحة والدوال الضمنية. 


1. اقسام الوحدة: 


عزيزي الدارس. ألفت انتباهك إلى أن هذه الوحدة تتکون من أريعة آقسام 
رئيسة آعدت لكي تحقق الأهداف الأساسية لہذہ الوحدۃء حیث ارتبط القسم 
الأول بالبدف الأول» والذي يركز على العلاقات وتعریفها. 
و القسم الثاني تناولنا آنواع العلاقات» والصور العامة АУ‏ 
آما بے القسم الثالث فقد تم الترکیز على تعریف للدالة وآنواعها 
۳ الحياء الفعلية. 
وتناول القسم الرابع خواص الدوال من حیث. التزاید » التتاقص» زوجیةء 


آوفردية» صريحة آوضمنية. 


الو حدة الثا 


اه 


العلاقات و 


1. القراءات الساعدة: 


هذه الوحدة» آمل عزيزي الدارس أن تساعدك 2 الزید من التعمق 2 
مغردات المادة العلعية نظرا لارشاطها 2541 بهذه الوحدة. 

1. أبو بكرء عبدالله عبدالحليم (1994): الرياضة البحتة للعلوم (Хэд!‏ 
منشورات جامعة (уус‏ شمش » القاهرة: جمهورية مصر العربية. 

сал 1.2‏ فاروق عبد العظيم وآخرون( 1984): مقدمة 2 الرياضة البحتة 
العربية. 

3 باروم» أحمد محمد وآخرون (1988): الرياضيات 2 الاقتصاد والادارة 
الطبعة الخامسةء دار الشروق للنشر والتوزیع» جدة: المملحة العربية 
السعودیة. 

4. الجاسرء [براهیم عبداللّه (2003): مقدمة ب2 الریاضیات للعلوم الادارية 
والاجتماعية. الطبعة الأولی» مكتبة اللك فهد الوطنية للنشر الریاض: 
5 الفرابي» سلیم إسماعيل (1989): مقدمة 2 التحلیل الرياضي» غير 
محدد الطبعة منشورات جامعة بغداد» بغداد: الجمهورية العراقية. 

6. متولي» مختار محمد. (1993): الأسالیب الرياضية للاقتصادیین» الطبعة 
الإدارية, الطبعة الأولیء منشورات جامعة اللك سعود » الرياض: المملحة 


تمثل المراجع الآتية قراءات إضافية مساعدة تتعلق بالموضوعات المتضمنة ب2 


الوحدة 


الثا 


-. 


العلاقات و 


1 الوسائط التعليمية المساعدة: 


عزيزي الدارس» لكي تتحقق آهداف هذه الوحدة يجب عليك أن تقوم بالاتي: 


Ф‏ قراءة المادة العلمية واستیعابها استیعاباً جيداً وحل التدریبات التي وردت بط 
هذه الوحدة وأسئلة التقویم الذاتي الخاص بها. 
Ф‏ عرض شرائح موضحاً علیها أجزاءً من المادة التعليمة. 


1 ما تحتاج إليه لدراسة الوحدة: 


عزيزي الدارس» نلفت انتباهك قبل دراسة هذه الوحدة وجوب تأحدك من 
Хад‏ المكان اللائم للدراسة ولديك دفتر وقلم. 


و2 21 دراسة الوحدة حاول الاجابة عن аша»‏ أسئلة التقویم الذاتي 
والتدریبات» حيث تساعدك 2 مراجعة مفردات الوحدة بالإضافة إلى 
التدریبات فهي تكسبك الهارات لتعلم المادة العلمية. 


الوحدة الثا 


3 


2 العلاقات والد وال : 


2 مقدمة: 

дад‏ الدالة من الأدوات الهمة 2 الریاضیات аљ‏ لان сул, улаа!‏ الشاکل 
الى تواجهنا :ف الحیا: العملية» یکن صیاختها علی ضور دالة لتوضع الماد ہین 
متغیر وآخر؛ ويمكن تعریف الدالة : بآنها علاقة تحدد لكل عنصر من عناصر 
X 25211‏ عنصراً واحداً فقط من عناصر 25211 У‏ ویعبر عن ذلك بالرموز كما يأتي: 
у= ГО)‏ ویسمی التغیر 1 3 العلاقة السابقة بالتفیر التابع بینما یسمی 5 بالتفیر 
الستقل ОУ‏ قيم المتغير لا تحدد بعد معرفة قيمة التفیر ‏ . 


2 العلاقات: 
2 تعریف العلاقة: 
لنفرض أن 8 А,‏ مجموعتان غير خالیتین» فان أية مجموعة جزئية ۸ 
A × Волх‏ تسمی علاقة من ۸ إلى 8ء أي آنه: 
إذا كانت: R c A x B‏ فان R‏ عبارة عن علاقة من ۸ إلى ظ. 
مثال:1 


إذا كانت لدینا الجموعتان الاتیتان: 


A=11;2;3) , BST 
хАхВ-1(1:5),(1,7),(2,5),(2,7).,(3,5):03,7)| 
R={(5,1),(5,3)} 

A x ۳‏ 1۹ء فان Ас R‏ علاقة من ۸ إلى ظ. 


مثال:2 
إذا كانت لدینا الجموعتان الاتیتان: 


B= 5,7] , A=11,2;,31 
BAA اقيق اوررق واي‎ ЮСТ о 77 
وکانت:‎ 


الوحدة الٹا 


-. 


С-1(5,1).(5.33| 


العلاقات والدوال 


الو حدة ال 


-. 


: 
3 
52 
Л 
Жа 
ме! 


б ۰‏ فإن 6 عبارة عن علاقة من 8 إلى ۸. 

2. آنواع العلاقات: 
2 العلاقة العكسية: 

اذا كانت К‏ علاقة من الجموعة A‏ إلى الجموعة ظ. فان العلاقة العحسية ل 
R‏ هي علاقة من 8 إلى А‏ وتكون معرفة بمجموعة کل الازواج 
المرتبة( ¿(a , b‏ حيث إن: (a , b) © R‏ وبالتالي فان العلاقة العكسية 2 
۶۷۳ آي آن: 

R'i=l(b,a)y:(a,b)eR) 


مثال3: 
إذا كانت لدینا الفئتان الاتیتان: 
A=12.3.5) , 85-122461١‏ 
فان: 
Ё-102,2).,0(2,4),(2,6).(3,6)|‏ 
وبالتالي فان العلاقة العكسية ل К‏ 2 الصورة: 
(G2 ODF‏ زور (á‏ (2 :2۱2 ۴ 


ویمکن تمثیل العلاقات والعلاقات العكسية سهمياً 2 الشكل الأتي: 


2 العلاقة الانعکاسية: 
يقال أن R‏ علاقة انعكاسية ' 1۹1165۷6 " على А‏ اذا کان 
(а, 2( R‏ لكل عنصر: 6۸ 4. 


مثال4: اذا کانت: 


А-1,2,5,Ы| 
فان:‎ 


В-1(1,1),(2,2),(5,5),(9,53| 
. ۸ هي علاقة انعكاسية على الجموعة‎ 


3.2.2.2. العلاقة التناظرة: 
يقال أن R‏ علاقة متناظرة " Symmetric‏ " على А‏ ادا کان: 


و —ü—(b,a)e R‏ اج (а, Б)‏ 
بمعنی آن: R‏ تکون علاقة متناظرة 13 کانت: 


R=R 
مثال5:‎ 
إذا کانت:‎ 
А-12,4,6| 
فإن:‎ 


Ё-102,4).(4:4).,(6,2),(2,6),(4:2) 0‏ 
هي علاقة متناظرة على الجموعة А‏ 


4.2.2.2. العلاقة المتعدية: 
يقال أن R‏ علاقة متعدية " Transitive‏ ' على الجموعة А‏ اذا حققت الشرط 
الاتي: 


ЇСа,Б)єВ,(Ь,с)єВ = (а, с) єв 
تأمل الأمثلة الاتية:‎ 


الوحدة الثام: 


منم 


العلاقات والدوال 


مثال6: 13 كان لدینا الجموعة الاتية: 


А-1-1,0,1,2|‏ فان 


В-1(-1,0),(0,1)(-1,1),(0,2,(-1,2),(2,23| 

لالان: А‏ علاقة متعدية على 
(-1,0)єВ , (0,1) єВ- )-1,1( e R‏ 
R‏ 6 (2 ,1-) << ع )0,2( , 8 2 (0, 1-) 
(-1,2)eR ,@,2)eR=(-1,2)e R‏ 


5 


* 


مثال7: إذا كانت لدینا الجموعة الاتية: 
а, Ы, с‏ = ۱۷۷ 
ши‏ 


R={(a,b),(c,b),(b,a),(a,c)} 
ليست علاقة متعدية لأن:‎ R وبناءً عليه فان‎ 
(c,b)eR ,(b,a)eR ,(c,a)eR[] 


فان: 


إذا كانت لدینا الجموعة الاتية: 
ç Е-11,2,3|‏ اعتبر العلاقات التية: 


Е,-1(1:21):022211 


)1,1( ,)1,3),(2,1( ,)2,3( ,)2 ,1)) ديع 


1 Rs=1(1,2)) 
3 R4 = ))1,1([ 
3 Ё,-ЕхЕ 


8 1345 اذکر فیما إذا كانت کل من العلاقات أعلاه متعدية أم لا‎ Ф 
الحل:‎ 


متعدية لأن: 


العلاقات والدوال 


(2,1у ёЕВх,(1,2Їё х» مار‎ ERD 
П 
العلاقة التخالفیه:‎ 2 


يقال إن R‏ علاقة تخالفیه ` Anti -Symmetric‏ " على المجموعة А‏ إذا 
حققت الشرط الأتى: 

f{(a,b)eR,(b,a)eR}>a=b `‏ 
وبعبارة آخری [ذا كانت R‏ علاقة وکان 0 ۶ 2 فان: 5 ۶ ( 9 (а,‏ 
أو (b, a) # R‏ 


Цай‏ المثال الأتي: 
ж.‏ مثال9: 13 كانت لدینا الجموعة الاتية: 
3 ا( 3 12)ےہ 


# اعتبر العلاقات الآتية 2 کا : 


Ву-101-:21)1.0(2.,1),(221:1(3:25(2:311 
К; = {(1,1)) 
Ва=4(1.1), (2:3), (3.2); 


اذکر فیما إذا كانت کل من العلاقات آعلاه تخالفیه آم لا؟ ولاذا ٩‏ 
الحل: 
3 2 


R >‏ علاقة تخالفيه حسب التعريف السابق. 

223 وبكن‎ (2ER, (ERE оаа R. 
علاقة تخالفیه حسب التعریف الثاني للعلاقة التخالفیه.‎ ۸ 

R, 2 ليست علاقة تخالفیه للسبب نفسه‎ К; 


الوحدة الٹا 


مه 


العلاقات والدوال 


الو حدة الثا 


-. 


العلاقات والدوال 


السوال الأول : إذا كانت لدینا الجموعتان الاتیتان: 
АЕ Ве 3.8‏ 


المطلوب: 
اکتب العلاقة العكسية من B‏ إلى .A‏ 
السؤال الثانى: إذا كانت لدينا المجموعة: 

B={2,4,10,d} ۱ 


ا لطلوب: 
اکتب العلاقة الانعكاسية على الجموعة В‏ 


Ас: (22468) 


Ку=(02,4),(6,4),(4,4), (4,6), 
К,={(2,4), (4,6), (2,6) } 


К,={1(2,2), (4,4), (4,6), (6,4), (6,6) | 
К, = А хА 


بين أي من العلاقات السابقة انعكاسية؟ 


السژال الأول: إذا كانت لدینا الجموعة: 
А-16,9,10|‏ 
الطلوب: اکتب العلاقة المتتاظرة R‏ على الجموعة ۸. 
السوال الثاني: متی تکون العلاقة R‏ بے الجموعة А‏ ليست متناظرة؟ 
السؤال الثالث: إذا كانت لدینا الجموعة: 
У-12,4,6|‏ 
#اعتبر العلاقات الآتية 2 ۷۷ : 
|)1(2,2),(4,2)44,4),(6,4),(4,6- 
|)1(2,2- 
))4, 0{ 
})4,6( ,)6,4( , (2۰2))< 1 
К;= Wx W‏ 
#بين فیما إذا كانت کل من العلاقات السابقة متناظرة ولاذا٩‏ 
السوال الرابع: إذا كانت لدینا الجموعة: 


К, 
К, 
К, 


р-15,6,7| 
:D2 #اعتبر العلاقات الاتية‎ 

R ={(5,6),(6,6)} 
R.,=Í(5,6),(6,7), (5.7). (6.5), )5,5(( 
Ё,-106,6)| 
R ,=1(5,5) } 3 
К;= D xD 

3 اذکر فيما اذا كانت كل من العلاقات أعلاه متعدية آم لا ولماذا؟ 


العلاقات والدوال 


السوال الأول: 
إذا كانت لدینا الجموعتان الاتیتان: 
С-(4,6,7| ,0-15,6,8|‏ 
الطلوب: اکتب العلاقة العكسية من ) إلى .D‏ 
السوال الثاني: إذا كانت لدینا الجموعة: 


۸-13 , 5 , 12 , 0۶ 


الطلوب: 
اکتب العلاقة الانعکاسیة على الجموعة А‏ 
أسئلة التقویم الذاتي )2( 
إذا كانت لدینا الجموعة: 


٩-1 3,4,9} 


+ اعتبر العلاقات الآتية 2 : 


Ф‏ اذکر فیما إذا كانت کل من العلاقات آعلاه تخالفية آم لا ولماذا؟ 


الو حدة ال 


-. 


العلاقات والدوال 


أسئلة التقویم الذاتي )3( 


السوال الأول: إذا كانت لدینا الجموعة: 


А = 14,8 ,12 } 


فإذا کانت: 
,})8,12( ,(4,8(,)12,8(,)8,8))< ,1 
[(4,12) ,)8,12( , (4,8))- 1 
К,={(4,4), (8,8), (8,12), (12,8), (12,12) |‏ 
К,-АХхА‏ 
Ф‏ بين أي من العلاقات السابقة انعکاسیة؟ 
السؤال الثاني: إذا كانت لينا الجموعة: 
[0, 5 , ۷۲-13 
الطلوب: اکتب العلاقة التناظرة R‏ على الجموعة .M‏ 
السوال الثالث: إذا كانت لدینا المجموعة: 
К-(2,5,8|‏ 
2.32 حا : 
C5 2 36 5). (8.5).‏ ;)12.2 
[(2 :02 
R ,=1(2,2), (8.5, (5,8)]‏ 
К,-КхК‏ 
Ф‏ بين فيما 13 كانت کل من العلاقات السابقة متناظرة ولاذا٩‏ 


К, 
К, 
К, 


- 


العلاقات والدوال 


العلاقات والدوال 


2. الدوال وأنواعها: 
2 تعریف الدالة: 
الدالة هي علاقة رياضية تربط متغیرین أحدهما یسمی ا متغیر امستقل: 
Independentvariable '‏ 'والأخر يسمى ا متغیر التابع " leۆdependentvariab‏ '. 
وغالیا ما تکتب ола‏ العلاقة سن التغیرین کے الصورة: 


у= }(х) 


ویسمی التغیر | .3 العلاقة السابقة بالتغیر التابع» ویکتب 2 الطرف 
الأيسر» بينما یسمی المتغير× بالتغیر الستقل» ویکتب ب الطرف الآيمن» وأطلقت 
айд‏ التسميات على гала‏ ار مد یمه متفه ei‏ 
وهناك آنواع وصور متعددة للدوال سوف نتعرض لہا فيما بعد ونذکر منها هنا على 
سبیل الثال الدوال الآتية: 


у = ѓ(х)= 2х? +5х +1‏ و у= ?(х)=х+3‏ 
وتسمی القیم التي یمکن أن يأخذها التغیر الستقل بنطاق الدالة ` "domin‏ 
وتسمی القیم التي يأخذها التفیر التابع بمدی الدالة "12086 "۰ ولحي تکون 
Цай‏ عرف كرا كاهلا لابن من تحديد كل من Цай‏ سل 18 
و2 الحياة العملية توجد أمثلة عديدة للدوال نذکر منها على سبیل الثال الأتي: 


2 مصنع لانتاج بعض قطع آجهزة الحاسوب. |ذا كانت التكلفة الثابتة في 
الیوم 40,000 ریال. وتکلفة التشغيل لانتاج القطعة الواحدة هي 2000 ریال. 


الطلوب: 
1- اکتب التکلفة الکلية للانتاج اليومي كدالة 2 зас‏ الأجهزة النتجة 2 الیوم. 
2- إذا آنتج الصنع 2 الیوم عدد 100قطعة» احسب التکلفة الكلية لانتاج 
القطعة الواحدة»وإذا آنتج الصنع عدد 1000 قطعة 2 الیوم. ما هي التكلفة 
الكلية لانتاج القطعة الواحدة 2 هذه الحالة؟ هل تعتقد أن التكلفة الكلية 


لانتاج القطعة الواحدة تقل بزيادة عدد القطع النتجة 2 الیوم الواحد؟ ما هو 
السیب بے اعتقادك ٩‏ 

3- إذا كان سعر بیع القطعة الواحدة هو 100000ریال» اکتب الریح اليومي 
للمصنع كدالة 2 عدد القطع النتجة 2 الیوم الواحد . 


الحل: 
نرمز إلى تكلفة التشغيل بالرمز Ч.С‏ 
التكلفة الكلية بالرمز 6 .] 
التكلفة الثابتة بالرمز ۰ ©.] 
1- نفترض أن عدد القطع النتجة 2 الیوم الواحد هو × › وتکلفة التشفیل 2 الیوم 
الواحد = تکلفة التشغیل لانتاج القطعة الواحدة хас X‏ القطع النتجة: 
u.c = 2000 x‏ 
إذن التكلفة الکلية لإنتاج عدد 2 من القطع = 
تكلفة التشغيل + التكلفة الثابتةء أى أن: 
t.c =f (x) = u.c+ Ёс‏ 
x + 40000‏ 2000 - 


2- التكلفة الکلية لانتاج 100قطعه 2 الیوم هي : 
f(x)= f(100) = 2000 x 100 + 40000‏ 
ريالك 240000 = 
وعلی ذلك تکون التکلفة الکلية لانتاج القطعة الواحد هي: 
[ ريال 2400 = 24000071100 
والتكلفة الكلية لانتاج 000 | قطعه 2 اليوم هي: 
f (x)= f(1000) = 2000 x 1000 + 40000‏ 
ريك 2040000 - 


وعلى ذلك تكون التكلفة الكلية لإنتاج الجهاز الواحد هي: 
Ус,‏ 2040 - 2040000/1000 


الوحدة الثام: 


منم 


العلاقات والدوال 


الوحدة ال 


-. 


العلاقات والدوال 


ویلاحظ مما سبق أن التكلفة الكلية لانتاج القطعة الواحدة تقل بزيادة عدد 
القطع المنتجة 2 الیوم الواحد. والسبب 2 ذلك يرجع إلى أنه بزيادة عدد القطع 
المنتجة 2 اليوم يقل نصيب القطعة الواحدة من التكلفة الثابتة. 


3- إذا كان سعر بيع القطعة الواحدة هو 10000 يكون ثمن بيع عدد X‏ قطعه 
هو 
فإذا رمزنا للریح بالرمز p‏ فان: 


الریع = شمن البیع - التکافة 
p 500-1 (х)‏ 


= 10000 — ( 2000 x + 40000) 
=8000 х — 40000 


وبناء عليه فان الربح اليومي للمصنع كدالة 2 عدد القطع النتجة» یمکن التعبیر 
аха! айа‏ اا 
р=# (х) =8000х — 4000001‏ 
2 آنواع الدوال: 
2 الدوال التزايدية: 
تسمی الدالة (X)‏ 1ح y‏ دالة تزايدية إذا ازدادت قيمة ۷ بازدياد قيمة X‏ 


ونقصت قيمة y‏ بنقصان قيمة X‏ ( أي إذا تغيرت ۷ 2 نفس اتجاه تغير× ). 


مثال11: 
y=2+x‏ 
دالة تزایدیة 
فإذا أخذت × على سبیل الثال القیم الآتية: 
سم مسب ور 95:32 5 15:22 
فان ۷ تأخذ القيم الاتية: 
...........,3,4,5,6 


+ نلاحظ أن قيم X‏ تتزاید وقیم ۷ تتزاید КР,‏ 


2.2.3.2. الدوال التناقصية: 

تسمی الدالة =f (x)‏ ۷ دالة تناقصية إذا نقصت قيمة y‏ كلما زادت قيمة X‏ 
وبالعكس إذا نقصت قيمة X‏ تزداد قيمة y‏ ( أي إذا تغيرت y‏ 2 عكس اتجاه 
تفیر X‏ ). 


»× - 4 < ۷ 
دالة تتاقصية› 


فإذا آخذت X‏ على سبیل ا مثال القیم الآتية: 


#نلاحظ أن قيم X‏ تتزاید » بینما قيم У‏ تتناقص. 


3.2.3.2. الدوال الزوجية: 
шиг‏ 
(x) = f (—x)‏ آلجمیع قیم ۰ فان الدالة 00 f‏ تسمی دالة زوجیة؛ أي أن 
ينه аро lu ай‏ و رکم хад‏ سالرة 
فمٹلا الدالة: 
f (=x‏ 
هي دالة زوجية لآن: 
Ё(-х)-(-х) = х? = f GO‏ 
والدالة: 


f (x) = х“ 
القیم الاتية:‎ X هي دالة زوجية» بمعنی أنه إذا أخذت‎ 
-1,-2,-3,.......... :111,2,3,........... 


الو حدة الثام: 


منم 


العلاقات والدوال 


الو حدة الثا 


-. 


العلاقات والدوال 


فان: 
Ё(-х) =f (1) =1 , f (х) =f (1) =1‏ 


.. f (—1) =f (1) : 
Ё(-х) =f (2) -16 , (х) =f (2) -6 
*. f (=2) =f O) А 
Ё(-х) =f (3)^ = 81 , f (х) =f (3) = 81 
7 f (3) =# (3) 
الدوال الفردية:‎ 2 
إذا كانت:‎ 

f (—x) =—f (x)‏ لجميع قيم × › فان الدالة تسمی دالة فردیت 
أي أن قيمة الدالة عند التعویض عن × بقیم سالبة تساوي حاصل ضرب 1- 2 
الدالة الأصلية. 
فمٹلا الدالة: 

f GO = x` + х 
هي دالة فردية لآن:‎ 
f (x) =f (х)? + (-х)--х7-х 
-- 03 +x)=—f GO 
تأمل الثال الأتي:‎ 
у= x° 
القیم الاتية:‎  تذخآ‎ 151 
پت‎ +۶ 
فان الدالة:‎ 
у= x° 


تعتبر دالة فردية لأن: 


РС) = (3 2-1 , О =()°=1 
.-. fC1=—- f@ 


fC2)=(2)3=-8 , £)2( =)2( =8 


„РС2)=- f Q) 
fC3 = )-3( --27 , £)3( 2)3( =7 
„РС3)=- Р) 


РСФ = (4)? --81 , £)4( =(4)? =81 
„РС =- Р) 


2 الدوال الصریحة: 
هي الدوال التي يمكن كتابة معادلتها 2 الصورة y=f (х)‏ أي المتغير 
التابع ۷ 2 طرف والتغیر المستقل × © الطرف الآخر. 


تأمل الأمثلة الآتية: 
مثال13: 
تعد الدالة: 
x” - бх +8‏ = ل دالة صريحة. 
مثال14 : 
تعد الدالة: 


y = 4х +8‏ دالة صريحة. 


22 الدوال الضمنية: 
هي الدوال التي يكون فيها المتغير التابع لإ والمتغير المستقل × بے طرف واحد. 


تأمل الأمثلة الآتية: 
إذا كانت لدينا الدالة: 


)0 2ے × , 


الوحدة الٹا 


-. 


العلاقات والدوال 


بالنظر للعلاقة السابقة» نلاحظ أن ل دالة 2 . وبضرب طرفي العلاقة )1( 
X — 2‏ ینتج ما پاتی: 


xy—2y=3x—4— ху-2у-3х-4-0 (2)‏ 
نلاحظ أن العلاقتين ]( ۰ )2( صورتان لدالة واحدة» الا أن العلاقة )1( تسمی 
دالة صريحة بے التغیر × بینما العلاقة )2( تسمی دالة ضمنیة. 


الدالتين الآتيتين» دالتین ضمنیتین: 


(a) у2 + 4ху=10 (5) х? +у2 – 4х+ Зу=20 


السؤال الأول: 

إذا كان معلوماً أن التكلفة الکلية ‏ لانتاج عدد X‏ وحدة من سلعة 
معينة معطاة بالعلاقة الاتية: 

۷-3 - 305 + 500x + 200 

الطلوب: 

اوجد تکلفة انتاج 10 وحدات من هذه السلعة: 
السؤال الثاني: 

2 مصنع لانتاج بعض قطع أجهزة التلفاز الحديثة» إذا كانت التكلفة 
الثابتة في الیوم 400,000 ريال وتکلفة التشفیل لانتاج القطعة الواحدة 
هي 20,000 ریال. 


المطلوب: 
1-اكتب التكلفة الكلية للانتاج اليومي كدالة 2 عدد الأجهزة المنتجة 


ل اليوم. 

2-إذا أنتج المصنع 2 اليوم зас‏ 10آجهزة» احسب التكلفة الكلية لإنتاج 
الجهاز الواحد» وإذا أنتج المصنع عدد 100 جهاز ب اليوم. ما هي التكلفة 
الكلية لإنتاج الجهاز الواحد 2 هذه الحالة؟ 

3-إذا كان سعر بيع الجهاز الواحد هو 10000ریالء اكتب الريح اليومي 
للمصنع كدالة بے хас‏ الأجهزة المنتجة 2 اليوم الواحد. 


الوحدة الثا 


-. 


العلاقات والدوال 


السوال الأول: 
+ حدد الدوال التزايدية والدوال التناقصية بے کل مما يأتي: 
(а) у-/(х)-х-4. (b у-/0) -5-х‏ 
=x—(—2) ۱‏ مز (С) у=‏ 
علما بان X‏ تأخذ القيم الآتية: 
х=(-1,0,1,2, 3)‏ 
السؤال الثاني: 
ха» Ф‏ الدوال الزوجية والدوال الفردية 2 کل مما يأتي: 
(а) у= /(х)= х? (5) у= / (х) =х? 0‏ 
السژال الالث: 
Ф‏ حدد الدوال الصريحة والدوال الضمنية 2 کل مما يأتي: 
(b) у=х? +7х --12‏ 0 -6-*- 2ے (а)‏ 
(O) х?у +2ху = —2 (а) Зху? = (х +2уђ -4‏ 
السؤال الرابع: 
Ф‏ اكتب الدالتين الآتيتين بے صورة دالتين صريحتين: 
1 
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(а) у2 +x” = 20 


أسئلة التقویم الذاتي )4( 


ابحث عن اتصال كل من الدوال الآتية عند النقط المبينة: 


хах 


(а) /(х)-х2-х-2 —x=l (0) (х)= — х=0 


x2 -x-12 
سس <<( 0 عند‎ 
3—x — x>2 Х (d) 70 х-4 


х-х — x<2 


(С) f(x) -| 


الوحدة الٹا 


-. 


العلاقات والدوال 


3. الخلاصب: 


تناولت هذه الوحدة العلاقات والدوال؛ حیث اشتملت على مقدمة بيّنا فیها 
آهمية الدوال بے الحياة العملية. 
كما تعرضنا إلى العلاقات من حيث التعریف وأنواع تلك العلاقات وبیّتا أن 
العلاقة ثعبر عن الجموعة الجزئية التي تربط بین مجموعتین» على سبیل الثال 
13 كانت لدینا الجموعتین B‏ , ۸ . وکانت العلاقة التي تربطهما هي: 
فان العلاقة السابقة تقرأ К:‏ عبارة عن علاقة من ۸ إلى .B‏ 
وتناولنا 2 هذه الوحدة آنواع العلاقات» من آهمها: 
Л‏ العلاقة المکسية ورمزنا لپا بالرمز ВТ‏ ويا الخطط السهمي ذا 
النوع من الدوال. 
2 العلاقة الانعكاسية. وبیْتنا متی تكون العلاقة R‏ انعحاسية على 
المجموعة ۸ . 
3 العلاقة التناظرة. وبيتا أن العلاقة تكون متناظرة على А‏ اذا کانت: 
8-87 
4 العلاقة التعدیة» > تکون К‏ علاقة متعدية على A ¿e‏ إذا 
تحقق الشرط الأتي: 
єВ , ])0,0( ۲2۳۴ > (а,СуєВ‏ } (0,ه )1 
5. العلاقة التخالفیه. حیث تكون R‏ علاقة تخالفية على الجموعة Ы А‏ 
تحقق الشرط الاتي: 
0 , 12 »[2,ط)! В yi‏ |(1)۵,0 
وق القسم الثالث من هذه الوحدة» فقد تم الترکیز على تعریف الدالة 
وآنواعها الختلفة ومدی آهمیته L‏ 2 الحياة العملية» ورمزنا للدالة 
بالرمز са» «Уул ГОХ)‏ تشیر y‏ إلى التفیر التابع و × إلى المتغير الستقل. 
وتناول القسم الرابع والأخير من هذه الوحدة خواص الدوال من حیث» 
التزاید ¿ التناقص» زوجية. أو فردية» صريحة آوضمنية. وبينا متی تکون الدالة 
تزايدية ومتی تكون تناقصیة» ومتی تكون الدالة زوجية ومتی تكون فردية 
بالاضافة إلى الدوال الصريحة والدوال الضمنية» حيث رمزنا للدالة الصريحة 
بالرمز X)‏ = ل» بمعنی تكون قیم التغیر التابع 2 طرف وقیم المتغير 
الستقل 2 طرف آخر. Lal‏ بالنسبة للدالة الضمنية فتکون الصورة العامة لپا: 
(x, y)‏ / 4 بمعنی أن التغیر التابع والتفیر الستقل 2 طرف واحد. 


العلاقات والدوال 


:= میقم عن الوحد 2 ال راسك التا لبم 


عزیزی الدارس. بعد دراستك للوحدة التامنة(العلاقات والدوال) أصبحت قادرا 
على استیعاب مفهوم العلاقة وأنواع العلاقات التي تم 1252 بالاضافة إلى الدوال 
وآنواعها. 


رے au ааа‏ طرق آل در اة الھایات واتصال И‏ حيث ٹیجٹ 
4 هذه الوحدة خواص وسلوك الدوال الحقيقية وما يرتبط بها من تعریف 
للنهایات. 

ونظراً لأهمية النهایات فإن الطرق العلمية الستخدمة 2 حساب نهاية الدوال 
تمکنك -عزيزي الدارس- من الإجابة عن كثير من التساژلات حول الحلول 
القبولة وغیر القبولة للدوال. وتلعب نهاية الدالة وقیمتها ss‏ أساسياً ۓے تحدید 


اتصال الدالة. 

وسنتناول بے هذه الوحدة تعريف ЗАД‏ الدالة عند قيمة معينة وإيجاد قيمة تلك 
النهاية. بالإضافة إلى إيجاد نهاية دالة عند اللانهاية» كما سنتطرق أيضا إلى 
ہف افغیال 0 ns‏ اه سرت bahasa h‏ 


5 السوال الأول: 

2 + يتم كتابة العلاقة العكسية 2 الصورة الآتية: 

ОВ O زگ‎ 3 

AR AOD, OD SDs (5,2)! 
السؤال الثاني:‎ 


+ العلاقة الانعکاسیة على المجموعة B‏ تکون 2 الصورة الاتية: 
В-10,2),(4,4),(10,10),(4,4) |‏ 


العلاقات والدوال 


الو حدة الثا 


-. 


J 
3 
52 
Л 
25 
Э 


تدریب2: 
العلاقتین , R. , R‏ انعكاسية لأنهما تحتویان على العناصر: 
)2,2),(4,4),(6,6( 


تدریب3: 
السوال الأول: 

العلاقة التناظرة على المجموعة А‏ تكون 2 الصورة الاتية: 

В-1(6,9),(9,9),00,6),(6,10),(9,6) | 

السوال الثاني: 

٭ R‏ ليست علاقة متناظرة إذا وجد على БУ!‏ عنصرین асА , ОРЄА‏ 

(а,Б)є В, )0,۵( ۶1 بحیث آن:‎ 
ë 


السوال الثالث: 
Ку‏ ليست متناظرة لأن: 

(4,2)єВ, , (2,4) К; 
٭ ر ۸ علاقة متناظرة لأن:‎ 

(2,2) e R.L] 

# و۸ ليست علاقة متناظرة цуу‏ 

(2,4)e R, , (4,2) «К, 
علاقتان متناظرة لأنهما تحققان التعریف.‎ ۸4 , К5 Ф العلاقتان:‎ 


السژال 3 цэ‏ 
متعدية لأن: 


(6,5)eR, , (5,6) eR, , (6,6) eR,D] 


ثانيًا: لدوال: 
تدریب4 : 
السؤال الأول: 
التكلفة الكلية لانتاج عدد (10): 


T.C =f(10) =(10)Ë2 —30(10)2 +500(10)+ 200 


ریال 3200= 
السژال الثاني: 
1- نفرض أن хас‏ الأجهزة النتجة ب4 الیوم هو: X‏ . وتکون تكلفة التشفیل 
لانتاج الجهاز الواحد: 
U. C = 20,000 х‏ 


التكلفة الکلية للانتاج كدالة 2 хас‏ الأجهزة النتجة تکون 2 الصورة 


الاتية: 


التكلفة الكلية- التككلفة الثابتة+ تكلفة التشغيل للوحدة الواحدة. 
FE‏ +116 1۲,6 


= 20,000х + 400,000 
.. Т.С= f (х) = 20,0005 + 400,000 


2- التكلفة الكلية لانتاج зас‏ 10 آجهزة: 
Т.С= 7 )10( = 20000110 + 0‏ 
ريال 600,000 = 


وتکون 421453 الجهاز الواحد: 


U.C=600,000 / 10‏ 
ريلك 60,000 = 
Ф‏ التكلفة الکلية لانتاج зас‏ 100 جهاز: 
T.C= 7 )100( = 20000)100( + 400,000‏ 
ریال 2,400,000 - 


الو حدة الثام: 


منم 


العلاقات والدوال 


الو حدة الثا 


-. 


العلاقات والدوال 


٭ تكلفة الجهاز الواحد: 
0 2,400,000 < 1.0 


ريلك 24,000 - 


3- على افتراض أن ثمن بيع عدد X‏ هو: 
P =1000x‏ 


: p гэ»! 
البیع — التکلفة الكلية.‎ суд 
p= P —T.C 
р =10,000х – (20,000х + 400,000) 
f p) =80,000х — 400,000 


تذریپ:53 السوال الاول؛ 


(a)‏ دالة تزايدية. ) (b‏ دالة تناقصية. ) (C‏ دالة تزايدية. 
السوال الثاني: 
(а)‏ دالة زوجية. ( (b‏ دالة فردیة. 
السوال الثالث: 
(a) , (b)‏ دالتان صریحتان. (с), (d)‏ دالتان ضمنیتان. 
السوال الرابع: 
(а) у2 +х2=20 (р) лу? =20-х? (2)‏ 


# بأخذ الجذر الترييعي لکل من طريے العلاقة (2)ء نحصل على ما يأتي: 


25-2 ال 25-2 += ر 


1 1 1 


(b) 1 = (0) „х? -у2=-10 (2)0 
x y2 107 
بضرب طريے العلاقة )2( 2 (-) نحصل على ما يأتي:‎ 
۷۶ -* =10 (3) луг = x7 +10 (40 


у=+4 × +0 уе 28ء‎ 1[ 


6. المراجع: 


تمثل الراجم الآتية قراءات إضافية مساعدة تتعلق بالوضوعات التضمنة 4 هذه 
الوحدة» أمل عزيزي الدارس أن تساعدك 2 ا مزید من التعمق بے مفردات المادة 
العلمية نظراً لارتباطها الوثیق بهذه الوحدة. 

1. آبو بکر. عبدالله عبدالحلیم (1994): الرياضة البحتة للعلوم التجارية» 


منشورات جامعة عين شمش. القاهرة: جمهورية مصر العربية. 

2 آحمد» فاروق عبد العظیم وآخرون( 1984( : مقدمة 2 الرياضة البحتة 
للتجاریین» منشورات دار الطبوعات الجامعية» الاسکندریة: جمهورية مصر 
العربية. 

3 باروم» أحمد محمد وآخرون (1988):الرياضيات 2 الاقتصاد والادارق 
الطبعة الخامسة:؛ دار الشروق للنشر والتوزیم» جدة: المملكة العربية 
السعودية. 

4. الجاسرء إبراهيم عبدالله (2003): مقدمة بے الرياضيات للعلوم الإدارية 
والاجتماعية» الطبعة الاولی» مكتبة الملك فهد الوطنية للنشرء الرياض: 
المملكة العريية السعودية 

5. الغرابي» سليم إسماعيل (1989): مقدمة 2 التحليل الرياضي منشورات 
جامعة بغداد ؛ بغداد: الجمهورية العراقية. 

6 متولي» مختار محمد.(1993):الأساليب الرياضية للاقتصادیین» الطبعة 
الأولی» منشورات جامعة الملك سعود» الرياض: المملكة العربية السعودية. 
7. مصطفی أحمد فتحي وآخرون . ( 2002): مقدمة 2 الرياضيات للعلوم 
الاداريتة» الطبعة الأولی ء منشورات جامعة الملك سعود » الرياض: المملكة 

العريية السعودية. 


الوحدة 


الہ 


-. 


العلاقات والدوال 


الو حدة الثا 


-. 


العلاقات والدوال 


7 التعيينات: 


السؤال الأول: 
إذا كانت لدينا المجموعتين: 
р= {7,8,9}, № = {10,11}‏ 


انطازت: 
1-اکتب العلاقة: RcD x W‏ 2-بين أن R‏ علاقة лр‏ ۷۷ 


السوال الثاني: 
إذا كانت لدینا الجموعتین: 
B= {14,16,18}, C= {20,22}‏ 
المطلوب: 
1-اکتب العلاقة: R‏ 


R ا‎ 489::22-1:2 


3-اکتب التمثیل السهمي لكل من الملاقتین: ۲ 12 , +1 


السژال الثالث: 
إذا كانت لدینا الجموعة: 
M= {10,12,14}‏ 
وحصلنا على العلاقات الاتية: 
В,-1(10,12),(14,12),(12,12),(12,14)|‏ 
В»-1(10,12),(12,14),(10,14)|‏ 
В,-1(10,10),(12,12),(12,14),(14,12),014,14)|‏ 


الطلوب: 
ун #‏ أي من العلاقات السابقة انعكاسية. 
٭ متی تکون العلاقة R‏ 2 الجموعة М‏ ليست انعكاسية. 


السوال الرابع: 
1- متی تکون العلاقة R‏ متناظرة على الجموعة В‏ 
2- متی تكون العلاقة К‏ 2 الجموعة ليست متناظرة. 
السؤال الخاممن؛ 
إذا كانت لدینا الجموعة: 
У-13,6,9,12|‏ 
وكانت العلاقة: К‏ كما 2 الصورة الاتية: 
R=[(3,6),(9,12),(6,3),(9,9))‏ 
+ هل العلاقة R‏ متناظرة على الجموعة ٩۷‏ 


сай‏ السانس: 
ا کانت لديا الما 


Т-13,6,9| 
وحصلنا على العلاقات الاتية:‎ 
В,-1(3,3),(6,3),(6,6).(6,9).(9,6)| 


В, ={(3,3)} 
К, ={(3, 6)} 
В,-1(3,3),(9,6),(6,9)| 


R. = T x T 
53: tma فیا ]ذا كانت كل من الملاقات السنابقة‎ у 


السوال السابع: 
Ф‏ حدد الدوال التزايدية والدوال التناقصية 3 کل مما يأتي: 
(а) y= f(x) = +1 (b) y= f(x) = 2 +(—x)‏ 


(С) у= (х) =х – (+8) 


الو حدة الثام: 


منم 


العلاقات والدوال 


الو حدة الثا 


-. 


: 
3 
52 
2 
29 
Э 


+ علماً بان × 3243 القیم الاتية: 
х-(-1,0,1,2)‏ 


السوال الثامن: 
Ф‏ حدد الدوال الزوجية والدوال الفردية 2 کل مما يأتي: 


(а) у= /(х)- х? (b y=fG)=x' 0 


السوال التاسع: 
зэх Ф‏ الدوال الصريحة والدوال الضمنية 2 کل مما يأتي: 
(а) ۷-۶ +137 + 36-0 (5) у=х2 - =12‏ 


(С) ху? +2х*у --3 (d) 3xy = (2х + 2у)? — 5 


السوال العاشر: 
Ф‏ اکتب الد الة الاتية .2 صورة دالة صریحة: 


(a) у2 +x =5 


مجعو جع ere‏ 
۳۷۳۳۳۴۴۶ 


mA RAP 


الو حدة الت 


سعص 


1 
2' 
tJ 
2 
j 
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1 المقد من 


1 مهید : 

عزيزي الدارس 

مرحباً بك إلى هذه الوحدة (النهايات والاتصال) والتي تتألف من خمسة 
آقسام رئيسة» حيث يزودك القسم الأول بتعریف النهاية» وخلفية عامة عنها 
بالاضافة إلى حالات عدم التعيين. 

ويتناول القسم الثاني قوانين النهایات؛ متضمنا أمثلة توضيحية لتتمكن 
عزيزي الطالب» من استيعاب هذه القوانين المختلفة. 

ويُركز القسم الثالث من هذه الوحدة على حساب نهاية دالة عند قيمة 
ала‏ آما القسم الرابع فیتناول حساب نهاية دالة عند اللانهاية. 

فقاو القسم الخامس ضریت اصال эш‏ سينا الشروظ الأساشية 
لحي تكون الدالة متصلة.. وتساعدك هذه الوحدة على فهم واستیعاب مفهوم 
النهايات وطرق Ай»‏ وحرصنا 2 الوقت ذاته على أن نقدم لك مادة تعليمية تشتمل 
أمثلة منوعة وتدریبات وأسئلة تقویم ذاتي كفيلة بتلبية احتياجاتك التعليمية. 


الو حدة 


الت 


Aa 


النهايات والاتصال 


1.. أهداف الوحدة : 


عزيزي الدارس» مرحباً بك إلى دراسة الوحدة الدراسية التاسعة وهي بعنوان 


" النهایات والاتصال " ویتوقع منك بعد دراسة هذه الوحدة أن تکون قادراً على 


أن: 
1. تُعرّف نهاية دالة. رد 


2 تشرح أهمية النهایات. 

3 تشرح حالات عدم التعين لدالة. 
4 تذكر قوانین النهایات. 

5. تحسب نهاية دالة عند قيمة معينة. 
6 تسس وان الدالة عند 41151 
7 تمرف اتصال الدالة. 

8 تذکر شروط اتصال الدالة. 


3.1 اقسام الوحدة: 


عزيزي الدارس. آلفت انتباهك إلى أن هذه الوحدة تتحون من خمسة 
آقسام رئيسة أعدت لكي تحقق الأهداف الأساسية لہذہ الوحدة» حيث 
ارتبط القسم الأول بالہدف الأول والثاني والثالث والذي يركز على تعریف 
النهایات وحالات عدم التعیین 

39 القسم الثاني تناولنا قوانین النهایات الختلفة» وهذا یحقق الپدف 
الرابع. 


آما ب4 القسم الثالث فقد تم الترکیز على حساب نهاية الدالة عند قيمة 


ہہ مه مه 


معينة وبهذا تحقق البدف الخامس. 
وتم 2 القسم الرابع تناول نهاية الدالة عند اللانهاية. حیث بینا 2 هذا 


الو حدة التا 


سعص 


القسم أسلوب Ман‏ نهاية الدالة عند اللانهاية. 
و القسم الخامس تناولنا اتصال الدالة والشروط الأساسية التي يجب أن 
تتوافر لكي تکون الدالة متصلة عند قيمة معينة. 


الہ 


يات 


والات 


J 


1. القراءات الساعدة: 


Л‏ أبو بكرء عبداللّه عبدالحلیم (1994): الرياضة البحتة للعلوم التجارية› 
منشورات جامعة عين شمش. القاهرة: جمهورية مصر العربية. 

2 آحمد » فاروق عبد العظیم وآخرون( 1984): مقدمة 2 الرياضة البحتة 
للتجاریین» منشورات دار الطبوعات الجامعية. الاسکندریة: جمهورية 
مصر العربية. 

3. الجاسرء [براهیم عبدالله (2003): مقدمة .2 الریاضیات للعلوم الادارية 
والاجتماعية. الطبعة الأولی» مكتبة اللك فهد الوطنية للنشر. الریاض: 
المملكة العربية السعودية 

4. باروم» آحمد محمد وآخرون (1988): الریاضیات 2 الاقتصاد والادارة 
الطبعة الخامسة» دار الشروق للنشر والتوزیع» جدة: الملکة العريية 
السعودیة. 

5. متولي» مختار محمد. (1993): الأسالیب الرياضية للاقتصادیین؛ الطبعة 
الأولی» منشورات جامعة اللك سعود » الریاض: المملكة العربية السعودية. 


الإدارية, الطبعة الأولیء منشورات جامعة الملك سعود с‏ الرياض: المملحة 


1 الوسائط التعليمية المساعدة: 


عزيزي الدارس» لكي تتحقق آهداف هذه الوحدة يجب عليك أن تقوم بالاتي: 
Ф‏ قراءة الادة العلمية واستیعابها استیعاباً جيداً وحل التدریبات التي وردت بط 


هذه الوحدة وأسئلة‌التقويم الذاتي الخاص بها. 
Ф‏ عرض شرائح موضحاً علیها أجزاءً من المادة التعليمة. 


1 ما تحتاج إليه لدراسة الوحدة: 


عزيزي الدارس. نلفت انتباهك قبل دراسة هذه الوحدة إلى تهيئتك المكان 
الملائم للدراسة وأن يكون لديك دفتر وقلم. 


و2 أثناء دراسة الوحدة حاول الاجابة عن جميع أسئلة التقويم الذاتيء حيث 
تساعدك 2 مراجعة مفردات الوحدة بالإضافة إلى التدريبات فهي تكسبك 
المهارات لتعلم ا مادة العلمية. 


2. النهایات والاتصال Limites‏ 


2 مقدمة: 

تکمن آهمية النهایات ب2 آنها تصف سلوك الدالة f (X)‏ عندما تقترب قيمة 
X‏ - ولکن لا تساویه- من نقطة معينة ولتحن 3 . ونحتاج إلى ذلك عندما تكون 
داي عر م ةتف اه مع أو عفدا كريخ أن رک سارك اندانۃ Lute‏ 


.) 0 ( إلى‎ хаш а تقترب‎ 


2.. تعريف النهايات: 

إذا كانت لدينا الدالة  / (X)‏ فاذا أخذ التفیر × قيمة ولتكن (Ула а‏ 
فإن الدالة تأخذ القيمة f (a)‏ والتي نحصل عليها بالتعويض بالقيمة ۵ بدلاً من X‏ 
3 صيغة الدالة» ولکن .3 بعض الأحيان نهتم بالقيمة التي تقترب منها الدالة عندما 
يقترب المتفير × من قيمة معينة + فإذا اقٹریت الدالة من القيمة b‏ عندما هدرب 
قيمة المتغير × من القيمة а‏ فإنه يتم كتابة ذلك كما يأتي: 


X—a 


وتقرأ هذه العلاقة کالاتي: 
" نهاية الدالة f (х)‏ تساوي Db‏ عندما توول X‏ إلى a‏ .وقد استخدمنا الرمز 
а‏ ج × للتعبیرعن X‏ تؤول إلى а‏ واستخدمنا الرمز Lim‏ للتعبیر عن النهایة. 
ولتوضیح مفهوم النهایات نعتبر الدالة: 
52-3- کے ریم 
x—3‏ 


نلاحظ أن هذه الدالة تکون معرّفة على طول الخط الستقیم باستثناء النقطة 
)3 = ×). وبهذا فإننا لا نستطیع ایجاد قيمة (3) 7 إلا آننا نستطیع ایجاد قيمة 
الدالة لقیم X‏ قریبة من )3( تحبرها أو تصغرها بقلیل. والجدول الآتي یوضح قيمة 
الدالة لقیم قريبة جدا من (3). 


الو حدة 


الت 


Aa 


النهايات والاتصال 


الو حدة التا 


سعص 


النهايات والاتصال 


x 29 | 299 | 2.999 | 3 | 3.001 301 | 1 
Р(х) 68 | 6.98 6.998 ? | 7.002 | 7.02 | 72 


تحلیل بیانات الجدول: 
نلاحظ من الجدول أن قيمة الدالة تقترب من )7( عندما تقترب قيمة × من (3). 


ویمکننا وصف سلوك الدالة هذا بقولنا نهاية الدالة f (X)‏ عندما تقترب قيمة 
من )3( هو (7)ء ویمکن صياغة هذه العبارة رياضياً كما يأتي: 
Ш‏ 3 = چرچے : 
х-3 1‏ 
ويسمى اقتراب X‏ بقيم أكبر من )3( بقليل اقتراب من جهة اليمين» 4 حين 
يسمى اقتراب X‏ بقيم أصغر من )3( بقليل اقتراب من جهة اليسار. 
ويكتب الاقتراب من جهة اليمين ریاضیاً على النحو الأتي: 


шал ус 7 
Х- 7 


Lim (3)-7 


۱ 


وبطريقة مشابهة نکتب الاقتراب من جهة الیسار رياضياً كما يأتي: 
Lim (3)=7‏ 
3ب X‏ 
وجدير بالذکر أنه عندما نقول أن × توول إلى ۸ فاننا نعني بذلك أن × تقترب 
من А‏ من جهة الیمین ومن جهة الیسار ویشرط ألا تساوي а‏ وهذا یختلف عن 


القول أن Х‏ تساوي .а‏ 


3.2. حالات عدم التعیین: 

عند حل النهایات يجب التفریق بين الحلول القبولة والحلول غير القبولة. ونعني 
بكلمة مقبولة أن النتيجة صحيحة. ولکن يذ كثير من الواقف تقابلنا أحياناً 
مسائل 2 النهایات يودي تطبیق قواعد النهایات إلى حالة عدم تعيين أو بعبارة آخری 
تؤدي إلى نتائج غير مقبولة مثل: ооу оо, co —cO‏ , 0 / 0 ۰ لذلك یتوجب علینا 
البحث عن الحل الصحیح باتباع أساليب تسبق استخدام قواعد النهایات مباشرة. 


3 حالة عدم Wall‏ ۳ 

تحدث حالة عدم التعيين (0/0) بے الدوال النسبية عندما تقترب ‏ من القيمة а‏ 
والتي تجعل كلا البسط والقام مساوياً للصفر. ونتخلص من هذه الحالة بقسمة 
البسط والقام على الکمية (X — a)‏ أو بتحلیل البسط والقام واختصار القادیر 
التطابقة. 

والأمثلة 1591 توضح الحالات السابقة والعالجات المختلفة للحلول غير القبولة. 


مثال:1 
آوجد نهاية القدار الاتي: 
و وت х?‏ 


im 
جہ×‎ 2 3Х-2 


الحل: 
بالتعويض الباشر عن قيمة: 2 = × ينتج ما يأتي: 


46+20 رن 
0 2-2 221 


(حل غير مقبول) 
وهنه حالة عدم تعیین؛ ولكي یصبح الحل حل مقبول. یتم تحلیل البسط 
واختصار القادیر التشابه: 
(x —2)(x –1)‏ 


(x — 2)‏ اس 


.. Lim )2-1(- 2-1 =1 
Х-2 


(حل مقبول) 


الو حدة 


الت 


Aa 


النهايات والاتصال 


مثال2: 


p آوجد نهاية القدار الأتي:‎ 
a Е х2-х-6 


х2-х-6 4+2-6 0 


Гат х+2 -2+2 0 
وهذه حالة عدم تعیین» وبتحلیل البسط واختصار القادیر التطابقة:‎ 
| х2-х-6 _ 00-3) (х +2) 
а х-2 Ёсыг (х +2) 
= [im )2-3(--2-3 --5 
Хә -2 


00 
2. حالة عدم التعیین: B‏ 

ОО 
البسط والقام دوال كثيرة حدود » فإنه عندما یوول المتغير × إلى 00 فان‎ > 
البسط وا مقام كليهما یژولان إلى 00 . ویتححکم 2 قيمة الدالة الكسرية القدار‎ 
بأكبر أس. لذلك فانه عند الحصول على حالة عدم تعیین من‎ X الذي يحتوي على‎ 
X الشكل )00/00( فإننا نتخلص من هذه الحالة بقسمة البسط والقام على‎ 
مثال:3‎ 

آوجد نهاية القدار الأتي: 
5х? - 3+ 6‏ 


7 111 
2х - 7х‏ هه جب بر 


الو حدة التا 


Aa 


الحل: 
بالتعويض الباشر عن قیمة: 1-00 ينتج ما ياتي: 


5х? -3x+6 _ оо 


im 7 
X400 2Х-7Х ОО 


النهايات والاتصال 


وهنه حالة عدم تعيين. نلاحظ أن أكبر آس هو العدد 2 » لذلك نقسم البسط 


.×“ والمقام على‎ 
5х? -3x+6 _ 
am 2х-7х2 
| ہومے |455 اد‎ 5 
хл. ۳9 т 20-7 
مثال4:‎ 
آوجد نهاية القدار الاتي:‎ 
2х? + =x +6 
X رس‎ 5х” IK =7х 
الحل:‎ 


بالتعویض الباشر عن قیمة: © = × ينتج ما يأتي: 


2х? +3 -х2+6 о 
Х 1 5x* + 23 7х 00 
وهنه حالة عدم تعيين. نلاحظ أن أكبر آس هو العدد 5 ‹ لذلك نقسم البسط‎ 


والقام على ×. 


2+3 ! - 1 +6 : 
x х? х? _ 2-3х0+1х0+6х0 2 


الو 


5 


Lim = 5 
موی‎ ESE 3 5х0+2х0+7х0 0 


الت 


Aa 


النهايات والاتصال 


2 ۔الة عدم التعیین: (co —co)‏ 

تحدث су»‏ عدم التعیین )00-00( کنتيجة طبيعية لحاصل شرق بين مقدارین 
has‏ کل baa‏ إلى وه را کرت سط عا نی فة ما ولا سو هد 
بى ا سيل ааа‏ أن مار ла‏ اش رین Да‏ ی 


مقدار واحد. 


مثال5: 


۴ (a) Lim (x2 +1-x) ۳ аш Ё J 


X — co 


(a) Lim (x +1-x) 


X — مہ‎ 


بالتعويض الباشر عن قیمة: 0= × ينتج ما يأتي: 
Lim V +1 0‏ 
X — 0‏ 


وهذه نتيجة حالة عدم تعیین. وللتخلص من удам!‏ نضرب ونقسم على الرافق. 


1-2 
Lim М +1 - سل«‎ Lim (x2 +1 ээг 


x2 Фіх" 


Lim ———— 
Km 1ع گرد‎ x 


1 


الو حدة التا 


(Хаш 
» 
+ 
8 
ا‎ 
N 
+ 
نے‎ 
+ 
> 


9108 ۶ 
Ыра (1 J "0+0, 


النهايات والاتصال 


وهذه حالة عدم تعيين. نوحد القامات لتكون النتيجة: 


БХ... 


1 1 
чан! رف[‎ х 0 


А|‏ 3 عامة: 


آوجد نهاية القدار الاتي: 
2 


Lim x -x+2 
و‎ X+2 
الحل:‎ 
بالتعویض الباشر عن قيمة: 2= × ينتج ما يأتي:‎ 
4-2-2 4-2-2 1 
IM == == - 
Хэр 2 2-2 шаа 
مثال7:‎ 
آوجد نهاية القدار الاتي:‎ 
+3 
im 
X 3 X+5 
الحل:‎ 


بالتعویض الباشر عن قیمة: 3- = × ينتج ما يأتي: 


-3+3 0 0 (р 


(حل مقبول) Lim‏ 


RE ES 


الوحدة 


الت 


Aa 


النهايات والاتصال 


الو حدة التا 


سعص 


النهايات والاتصال 


مثال8: 


ов, 3х + 4 
L 


im 
X41 X+1 


الحل: 
بالتعويض الباشر عن قيمة: 1- = × ينتج ما يأتي: 


3x + 4 1 
ım ===  .ةياهن لا توجد‎ 
Хэ- X+] 0 


بين الحلول القبولة والحلول غير القبولة لکل من الدوال الآتية: 


x2 +x-2‏ ۱ ( 4 - بر 


(a) lim 


2 5 Lim 5 2 
X—4 ۶-7-2 Х-1 (х-1) 


أسئلة التقویم الذاتي )1( 


بين الحلول القبولة والحلول غير القبولة لکل من الدوال الاتية: 


@ jm — (9) Jim (02-4) 
X40 x“ +5 X42 


2 

2x۴ +4 

) [im 5 CDE لا‎ 
Х-»2 4 х0, 3х- 


2. قوانین النهایات: 
إذا كانت لدينا الدالتين: 
Lim /09-5 , Lim /509-0‏ 
X—a Ха‏ 


فان: 


Ө‏ نهاية حاصل جمع أو طرح دالتین. 
Lim [ AG) + /5001-‏ 


Lim 7105) + Lim Р(х) =b +C 
X а Хх а 


© نهاية الدالة الضروية بمقدار ثابت. 


Lim [k ۰ 001-16 .Lim زر‎ (х) = k.b 
X—a X—a 


e‏ نهاية حاصل ضرب دالتین. 


Lim [fi GO .foGO]= Lim /109- Lim Р(х) = b .C 
Ха Ха Ха 


“Ө‏ قسمة دالتین. 


Lim ])×(+ 5 (х) 1= Lim Л 951 7505) 
X—a X— a X— a 


Lim f (х) 0 حیث:‎ 
Х مج‎ 


الوحدة التا 


Aa 


النهايات والاتصال 


5.2. حساب 23163 2113 عند قيمة معینة: 
تعریف: 

يقال أن الدالة () f‏ تؤول للنهاية Db‏ عندما تؤول × إلى a‏ دون أن تأخذ X‏ 
القيمة 3. 


نظرية : (بدون برهان): 


حيث: 1١‏ عدد صحيح موجب لا يساوي الصفر. 


ولتطبيق النظرية السابقة پراعی الأتي: 
(1) أن تكون الدالة على صورة النظرية (أو يمكن وضعها على الصورة): 


1 
2' 
tJ 
2 
1 


أمثلة: 
أوجد نهايات الدوال الآتية: 


7 


4_4 
00 پر و — ` 


Х-3 х-3 


5 5 
اتک‎ ú -5х(-2)71-5х(-2) -80 


x -3 
(C) Lim o 
ت٭۸ وجي‎ 
1/2 2 
۶-9 1 1/2 -1 1 218 
او‎ ——=(( = — х(9 
Lim 2-8 2 (9) 5 (9) 
Е 1 1 1 
--Хх(3)1Ї--х--- 
و نا‎ 
لا‎ 
لا‎ 


الوحدة التا 


Aa 


النهايات والاتصال 


حیث: m‏ , 1: عددان صحیحان У‏ یساویان الصفر. 
۱ البرهان: 


4) 


يات 


والاتصال 


أمثلة: 
أوجد نهايات الدوال الآتية: 


5 5 
- 2373 x" —32 
(а) Lim — (b) Lim == 
Х-3 х – 1 Х-»2 х7-58 
5 7 
x -128 
(O Lim ك‎ (4) Lim ے‎ 
الحل:‎ 
5 
х` — 3 
(a) L ” = 
Х-3 X` 81 
5_5 
x` —3 5 5-4 5 
Li = x (5 =( > )x © 
ونر‎ = 3 )x ۵۳-2 ) 
_ 5 
4 
2 
(b) Lim — = 


5و _ 5 
а 3 )x(2)2‏ و سد کے ا 


x 52 x3— 25 3 
20 
Нь! 
يتم وضع التمرین على صورة النتيجة‎ Ф 
(C) Lim ے2‎ 
Х-1 х7-1 
7 шаш Энн 5 )х 0055 -) 5 )x а) 
X 1 x کات‎ 3 3 
5 
Е 
Ш 


الوحدة التا 


Aa 


النهايات والاتصال 


الو حدة التا 


блаа 


النهايات والاتصال 


x -128 _ 


ODT i = 

x 6‏ 7ئ 
)х(2у75-4 7 )x (22 ۲‏ 7 م _ 2— L x‏ 
Хэ-г 4 4‏ 2 


آوجد نهایات الدوال الاتیه: 


4 

x -16 
b рр سس‎ 
0) Lim x+2 


ٹور ہہ ون 
X — 3‏ 


2 نهاية الدالة عند اللانهایة: 

یقصد بنهاية دالة عند اللانهاية هو التعرف على سلوك هذه الدالة عندما تحبر 
× (التفیر الستقل) إلى ما لا نهاية من الحدود. فإذا كانت الدالة f (x)‏ تقترب من 
عدد معین ولیکن -b‏ كلما كبرت X‏ - فاننا نقول 2 هذه الحالة أن الدالة لپا 
نهاية b‏ عند اللانهاية» ونکتب الدالة 2 الصورة الاتية: 


ويوضح ذلك المثال الآتي: 
إذا كانت لدينا الدالة الآتية: 


ندرس سلوك هذه الدالة عندما تصبح X‏ كبيرة بدون حد» أي عندما تقترب X‏ 
من اللانهاية» وذلك من خلال بيانات الجدول الآتي: 
نعوض عن قيم X‏ بالقيم : ......1000 , 100 , 10 , 1 


x 1 10 100 1000 10000 ...... 


Ү(х)-21111 3 | 21 201 | 2.001 | 2.0001 


Х 


ومن هذا الجدول نلاحظ أنه عندما 2313 X‏ قیماً متدرجة 3 الکبرفان الدالة 
f (x)‏ تقترب أكثر وأكثر من القيمة ۰2 وبعبارة أخرى یمکن جعل الفرق بين 
f (X)‏ ء والعدد 2 صغیراء وذلك باختیار ‏ كبيرة كبراً كافياً وبدلالة النهایات 
فإننا نقول آن: 2= f (x)‏ عندما: ۰0 ج X‏ ونکتب ذلك 2 الصورة الاتیة: 


Lim f(x)=2 
X — مہ‎ 
2x+] . : 
كما هو موضح بالشگل.‎ f (x) = والشکل البياني للدالة:‎ 


الو حدة 


الت 


Aa 


النهايات والاتصال 


U 


ولإيجاد نهاية دالة كسرية عند اللانهاية نتبع الآتي: 


[e sa ya Ээлж 1)‏ لأكبرقوة له 2 الدالة. 


( 2 )تنم خواص النهایات لنحصل على النهاية المطلوية ( إن وجدت). 


أمثلة: 


آوجد نهایات الدوال الاتية: ї‏ 

j 2x—5 š 6x2—3x+4x2 

1 I b ص‎ ра پک ا‎ 
® Lim — (b) Гат 2 

3 3x2 - 5x 2057 

7 (©) Lim —— (dj بب — هنز‎ 

Ё جع‎ 2x7 – 6۳ + 4-1 Хэо X +3x –1 

1 

=> 


الحل: 
Ф‏ بقسمة كل من البسط والقام علی: × 
1 
و مور 71 )2-5 Е‏ 
Im == ==‏ 8 
Х эо 3X – 7 Хээ 3-7) 1 ( 3-7х0 3‏ 
x‏ 


2 5 .ا‎ QQ 
Х بقسمة کل من البسط والقام علی:‎ + 
| 
6х2 3+ 4 | 6-3) )+4 6-0+4 ور‎ 


)0(۰۰ Li = Lim = = == 
за 2х - 5х? = 0 1 


× بقسمة کل من البسط والقام على:”‎ Ф 


3x2 = 5x 
(С). Lim 55 с 
Х эо 2x7 – бх“ + 4х – 1 


1 1 1 
>» 2-6) 1 (+4) )-( چ‎ ) 
x x2 х? 
23х0-5х0 -0 ود‎ 
2-6х0-4х0-0 2 
х? بقسمة کل من البسط والقام علی:‎ Ф 
×3 2x2 
OT 
لي‎ aym و‎ 
1 
سس‎ - 9-70 
па 1 1 .ا‎ 0+0-0 0 ` 
е رش رال‎ И 
Х Х Х 


2 


الوحدة التا 


Aa 


النهايات والاتصال 


الو حدة التا 


سعص 


النهایات والاتصال 


أوجد نهايات الدوال الآتية: 


2 11:22 
2 +3 3 1 
(a) Jim — رك‎ (b) р تتسد‎ 
X400 6+ -3× X40 ох 


2 
.  Х(Х7-43х-406) : 3х 7 
)© | п للختت‎ (d) 
Lim 2х”-4х Lim 4х2-5 


أسئلة التقویم الذاتي (З)‏ 


أوجد نهایات الدوال الاتية: 
201 
5 


2 2 


ХЭ х“ +4 + 
33-42 
(25-3)х-11Х-2) 

Х(Х+1)(3х-1)‏ مرج 


(4) 2х +3 


Шт === 
х تو‎ -1 


3 اتصال الد وال 


اتصال الدالة: 
یقصد به عدم انفصال يعني اتصال الدالة أنه لا یوجد انفصال أو انقطاع 2 الدالة. فإذا كانت الدالة 
أو انقطاع 2 АМАН‏ معرّفة 2 الفترة ¿(a , Б)‏ فان التمثیل البياني لا يحتوي على أي انقطاع أو انفصال 


آسباب عدم اتصال |( .2 هذه الفترة. ویحدث الانفصال لأسباب مختلفة. فقد يكون الانفصال ناتج عن 
الدالة؛ وجود خطوط التقارب الرأسية والتي تجعل الدالة غير معروفة القيمة عند نقطة ماء 
أو بسبب وجود فاصل في الدالة ناتج من تعريف الدالةء أو بسبب أن قيمة ما تبتعد 
عن المسار البندسي للدالة 2 المنطقة المجاورة لبذه النقطة. 


عند نقطة ما. 

4 وجود فاصل э‏ 
الدالة. 

Ф‏ ابتعاد قيمة الدالة 
المسار البندسي للدالة 
سے المنطقة المجاورة 
لبذه النقطة. 


о يدن‎ + > 


“осол ажээ. 


شکل(1) 
الدالة 2 الشکل )1( غير متصلة بسبب وجود انقطاع ب2 الدالة» وهذا 
الانقطاع ناتج من تعریف الدالة على فترتین. آدی تعریف الدالة بهذه الصورة إلى عدم 
وجود نهاية للدالة عندما تقترب 1 ج .X‏ 


الو حدة 


الت 


Aa 


النهايات والاتصال 


قيمة القام تساوي صفر عندما (2 = ×)» 2 حين أن البسط لا يساوي صفر عندما 
(2 2 ). 


1.3 تعریف الاتصال: 
يقال أن الدالة:(×) f‏ متصلة عند النقطة: 2 = X‏ ء |ذا تحققت الشروط الآتية: 
(1) أن تکون الدالة معروفة القيمة عند: =a‏ ء أي يمكن ایجاد J (a)‏ 
)2( أن تكون للدالة () f‏ نهاية عند ما تقترب × من а‏ أي أنه یمکن 


Lim (х) ایجاد‎ 


هوج 


Lim Р(х) = f(a) أن تکون:‎ (3) 


بمعنی» أن تون نهاية الدالة X = a: ue‏ تساوي قيمة الدالة نفسها عند: 2۵ × 


وبناء على التعریف السابق فان الدالة تکون غير متصلة 2 الحالات الاتية: 
(1) أن تکون الدالة: мё f (X)‏ معروفة عند: 2 = X‏ 
(2) أن تکون الدالة f (Xx)‏ معروفة عند: 2 = Х‏ ولکن لا توجد نهاية للدالة. 
)3( أن تکون الدالة معروفة عند X = а:‏ وأن تکون النهاية موجودة ولکن: 
Lim f(x) # f(a)‏ 


Ха 
مثال9:‎ 
ابحث عن اتصال الدالة الآتية:‎ 
Р(х) 3× -х+5 ав — | 
Х-1 


الو حدة التا 


سعص 


الحل: 
تكون الدالة متصلة إذا تحققت الشروط المذكورة 2 تعریف الاتصال. 
+ يتم ایجاد قيمة الدالة عند:1= × 
РО =3х1-1+5=7‏ 


النهايات والاتصال 


إذا تحقق الشرط الأول واستطعنا إيجاد قيمة الدالة عند النقطة المحددة. 
+ یتم إيجاد نهاية عند: 1 = X‏ » ونوضح ذلك كما يأتي: 


Lim (3x2—x+5)=3-1+5=7 
Х-» 1 


+ الشرط الثاني متحقق» بمعنی أنه توجد نهاية للدالة وتساوي: 7 
وبذلك فان الشرط الثاني تحقق. وحيث أن: ‏ 7 -(1)/ <(×) Lim‏ 
Х-1‏ 


وهو الشرط الثالث» لذا فان الدالة متصلة عند )1 = .(X‏ 


مثال10: 
ابحث عن اتصال الدالة: 
+ 
> طد =( 
к= X=3‏ 
الحل: 
+ يتم ایجاد قيمة الدالة عند: 3 = X‏ 
1+ 3 


إذا تحقق الشرط الأول واستطعنا ایجاد قيمة الدالة عند النقطة الحددة. 
+ يتم إيجاد نهاية الدالة عند: 3 = X‏ ء ونوضح ذلك كما يأتي: 


х-1 3-1.‏ 
x=] 5-1‏ ہے 
+ الشرط الثاني متحقق. بمعنی أنه توجد نهاية للدالة وتساوي 2 
وبذلك فان الشرط الثاني تحقق. وحيث أن: 2 = (3) 7( Lim J‏ وهو 


الشرط الثالث » لذا فان الدالة متصلة عند (3 - ×). 


الوحدة التا 


Aa 


النهايات والاتصال 


ابحث عن اتصال الدالة الآتية: 


الحل: 


نظراً لأن الدالة تأخذ القیمة: ۰0 عند: 0= X‏ فتکون غیرمعرفة عند هذه 


النقطة وبالتالي فهي غير متصلة. 


ابحث عن اتصال الدالة الاتية: 


2 
د ع لم 
х-1 Х--1‏ 
الحل: 
Ф‏ يتم ایجاد قيمة الدالة عند:1 -- х‏ 
0 1-1 
а? = =‏ 
12171 7-1 


إذا الشرط الأول لم يتحقق» بمعنی لا توجد قيمة محددة للدالة عند —= ¿X‏ 


وبالتالي تكون الدالة غير معرّفة» وبناءٗ عليه فان الدالة غير متصلة. 


مثال13: == 
= 

ابحث عن اتصال الدالة: 1 

j хүрээгээ جا عند‎ | х+3 , 

t x—3 


x=5‏ |جہ 


النهايات والاتصال 


7 تي‎ -4х+3 0 (x-3)(x-]) 
ہی‎ x—3 с (х – 3) 


= іт (х-1)-3-1-2 |, 
СЕ 


paya (a) =s 


.. Lim f(x) عد‎ f(3) 
X 43 


ونستنتج من ذلك أن الدالة غير متصلة عند: 3 = X‏ وذلك لعدم تحقق الشرط 
الثالث 


ابحث عن اتصال كل من الدوال الآتية عند النقط المبينة: 
2۴-8 


2 
1 - 
Эх-2 Бл = гэ,‏ گے ے۔ مر رم 


x+] — x<1 
(0 1مہ‎ 


لا 


2—x — x>] 


1 ابحث عن اتصال کل من الدوال 1291 عند النقط البینة: 
: 1 
(а) /(х)-х2-х-2 —x=l (b) /(х)-2 5 <× 0 1‏ 


х-12 


х-х — x <2 . 
عند‎ | 
-4 


3—x جه‎ x>2 


2 
— x لت‎ 
(d) f(x) 


(O) f(x) -| 


النهايات والاتصال 


النهايات والاتصال 


4 الخلاصی: 


تناولت هذه الوحدة النهایات والاتصال» حيث اشتملت على تعريف النهاية وبینا أنه O‏ 
التعبیر عن نهاية الدالة 2 الصورة: 
Lim f (x) =b‏ 


X—a 

وتقراً هذه العلاقة: نهاية f (X)‏ تساوي 0 عندما توول ‏ إلى . 

وقد استخدمنا الرمز 2 ج X‏ للتعبیرعن X‏ توول إلى а‏ واستخدمنا الرمز Lim‏ للتعبیر عن 
النهاية. 

وعند حل النهايات يجب التفريق بين الحلول المقبولة والحلول غير مقبولة» حيث بينا أن الحلول 
القبولة تكون نتائجها 4 إحدى الصور الآتية. 

)1( عدد ما. )2( صفر. )3( 200 

آما بالنسبة للحلول غير المقبولة فان نتائجھا تکون ‏ إحدى الصور الآتية: 


0 
(1) — » (y « (3) оо оо. 
0 00 


كما تعرضنا لقواعد النهایات الختلفة» والتي تعد الرتکز الأساسي لحساب نهاية الدالة عند 
قيمة معينة. وعرفنا نهاية الدالة ب4 هذه الحالة كما يأتي: 

лад × عندما توول  إلى 8 دون أن تأخذ‎ b توول للنهاية‎ f (X) أن الدالة‎ ЛАГ 

وتتاولنا 2 هذه الوحدة ایضاً حساب نهاية الدالة عند اللانهاية» وبینا سلوك 32133 هذه الحالة 
عندما تكبر × (التغیر الستقل) كبراً بلا حد. فإذا كانت الدالة f (X)‏ تقترب من عدد معين 
ولیکن b‏ كلما كبرت × . فإننا نقول 2 هذه الحالة أن الدالة لہا نهاية عند اللانهاية» ونکتب 
الدالة 3 الصورة الآتية: 

Lim f (x) =b 


X—a 
وبينا 2 هذه الوحدة آهم تطبیقات النهایات» وهي دراسة اتصال الدالة واستمراریتها» حيث نم‎ 
تعریف اتصال الدالة عند نقطة معينة. بالاضافة إلى شروط اتصال الدالة وهي:‎ 
X أن تکون الدالة معرّفة عند: 8 = × (2) أن تکون الدالة لپا نهاية عند:۵<‎ )1( 


(3) أن تحون: Lim f(x)= /(а)‏ » بمعنی أن تكون نهاية الدالة عند:2 = X‏ تساوي 
X—a‏ 


3 2 الدالة نفسها. عند: 2 - × 


5 لمح ае‏ عن الوحدة الد راسي العاشرة: 


عزیزی الدارس» بعد دراستك للوحدة التاسعة (النهايات والاتصال)ء آصبحت قادراً 


على فهم نهايات الدوال عند قيمة معينة وعند اللانهاية بالاضافة إلى استيعابك 
لسلوك الدالة واتصالها من عدمه. 

و الوحدة العاشرة سنتطرق إلى دراسة التفاضل الذي يبحث بك معدل التغير 
لتفیر ما عندما يكون التغير .2 التفیر الآخر صغیراً جدا. 

ونظراً لأهمية التفاضل ‏ كثير من التطبيقات العلمية فقد أطلق مسمی 
تفاضل الدالة للاشارة إلى معدل التغير اللحظي للدالة. والطرق العلمية 
المستخدمة + حساب التفاضل تمكنك عزيزي الدارس» من الإجابة على كثير 
من التساؤلات حول معدلات التغير» عند دراسة الحالات التي يكون فيها معدل 
التغير غير ثابت. فعلى سبیل المثال» قد يرغب مدير شركة ما معرفة التغير ے 
المبيعات عندما تتغير تكاليف الدعاية. 

وسنتناول 2 هذه الوحدة تعريف التفاضل وقواعده» وأسلوب إيجاد المشتقة 
الأولی للعدید من الدوال بالإضافة إلى تفاضل الدالة الأسية واللوغارتيمية» كما 
سنتناول أيضا التفاضل من رتب أعلى. 


6 اجابات التد ريبات: 


تدریب (1): 


1 Хх-4 0 
(9 Lim 12 0 


Х-4 X — 


بالتعویض الباشر نلاحظ أن الناتج "حل غير مقبول'. 
ولکي یکون الحل حلاً مقبولاً يتم تحلیل القام واختصار القادیر التشابه, 


كما 2 الصورة الآتية: 
РЕ . х-4‏ 
2- تيع تس 
w х-4 Ї‏ 
“Lim сз) 7‏ 


الو حدة 


الت 


Aa 


النهايات والاتصال 


الو حدة الت 


سعص 


1 
2' 
tJ 
2 
j 


X +Xx-2 0‏ 
Tim yo‏ 
بالتعویض الباشر نلاحظ آن الناتج "حل غير нал‏ 
ولکي یکون الحل حلاً مقبولاً يتم تحلیل البسط واختصار المقادير التشابه, 
كما 2 الصورة الاتية: 


2 رک ری‎ 
“ИЛ тр 
(1()۴+2-م)‎ _ 
ер" 
х-2 ЭЭ А 
Г =оо ,no limit exists 
ہے‎ 2-1 


+ بالتعويض الباشر عن قيمة: 2 = × 


х-2 0 0 
Хэ? х2-2 4-2 2 


$ بقسمة كل من البسط وا مقام علی: 2Х‏ 


2+) =) 
(d) Lim 2x+3 _ _ 2+0 _1 


3 
: Х 
Х-»ю 4Х-5 2 4-( 2 ) 4-0 2 


تدریب:2 


+ یتم تطبیق النظرية. 


+ بالتعویض الباشر. 


(Ы) : х-2 2» 24:32. 32 
Тат ہے تسا وري‎ 392 
е. 
5 
بالتعویض الباشر.‎ Ф 
2 
х2-4 4-4 0 
(С). Lim im —— 
Х-э-2324-4 хэ یا‎ Л 8 
-0 
(1 یتم تطبیق نتيجة(‎ + 
3 3 3 
x" —27 х7-43 3 Е 
(1 = Шю 52205 ۳ 
X53 21558) وج ير‎ × -3 5 
_9 
2 
П 
3 تدریب:‎ 
× ”: بقسمة کل من البسط والقام على‎ Ф 
ورزر‎ m — د‎ 
Lim 6+ عر‎ 3x2 Е 1 r (+) 2 E 
20 _ 2 
0-0-3 -3 
× “: بقسمة کل من البسط والقام على‎ + 
1 1 
1+3) چ‎ (+) — 
(b) lim + үх ч- аг - < — 
Х-с X +2x X مج‎ 1+2) — 
х! 
1-0-0 | 
1-0 


=. 


الو حدة 


الت 


Aa 


النهايات والاتصال 


+ یتم ضرب ما بداخل القوس 2: × 

2 3 2 
۲ ) ۳ - 5х +6) x" - 5х + 6x 
Ола гт 8ي‎ 


3 эн. 3 ü 
(جہ×‎ 2x7 مه جا يا هت‎  2Х7-4х 
Ш 
بقسمة کل من البسط والقام علی: × ينتج ما يأتي:‎ Ф 
1 1 
7 اهب کی‎ 1-5) - (+6) 22 ) 
IM 3 5 1 5 
ل 4_ 4 2 مه‎ 
X> Х х 2 4 2 ) Ш 
1+0+0 _1 
240 2 
x=. x° بالقسمة علی:‎ Ф 
1 
نوس مر هه‎ ٩+7) 7+ ( зо و‎ 
.. I) === = IM = == 
X — مه‎ |42 + 5 X — c 980 44-0 2 
1 2 
x 


الو حدة التا 


سعص 


1 
2' 
tJ 
2 
j 


2 
х^ – 2х – 8‏ 
2= ×و  (а) f)=—‏ 
х= 2‏ 
الحل: 
الدالة 2 هذا الثال دالة نسبية» لذلك فان الدالة غير معرفة عند جمیع النقاط 
التي تجعل القام يساوي صفرا. ويساوي القام صفراً فقط عندما 2 = 2 ء لذلك 
فان ЗЭ!‏ غير معرفة عند 2 = ۰ وبذلك فانها غير متصلة عند هذه النقطة. 


ےو 


— × = 3[] 


x =s 
الحل:‎ 
نبحث تحقق الشروط‎ » X = 3 ЦААШ للتأكد من اتصال الدالة من عدمه عند‎ 
الثلاثة المذكورة 2 تعریف الاتصال. نبدأ بحساب قيمة الدالة عند النقطة المحددة.‎ 


. f )3(- Н =4 


وبذلك فان الشرط الأول 3230( والخطوة الثانية هي [یجاد 53163 الدالة عندما 
تقترب 3 х ә‏ 
4 1+ 


#2۰ 1 


w هه‎ 


وبذلك تحقق الشرط الثاني وهو وجود نهاية الدالة عندما تقترب ‏ من 3. وحیث 


آن: 
3 
Lim 0(<)3( =4 Û 2‏ 
Х-»3 3‏ 
j‏ إذا فان الدالة متصلة عند 3= X‏ 
X+] — x<l‏ وم (С)‏ 
= 2 
2-х ә хр]‏ 


النهايات والاتصال 


الحل: 

نلاحظ أن الدالة معرفة على جزئيين» فالدالة Р(х)‏ عندما (1 < (x‏ أما 
عندما تكون )1 > (X‏ فان: f (X) = 2 — X‏ . ويعطي تعريف الدالة بهذه الصورة 
إمكانية انفصال الدالة عند: 1= × . لذلك ينبفي علينا بحث اتصال الدالة فقط 
عند هذه النقطة. وللتأكد من تحقق شروط الاتصال نوجد: 2-1-1-)10 
وبسبب وجود اختلاف 2 صيغة الدالة 2 الفترة التي تكون فیها (Х2:1)‏ عن صيغة 
الدالة بے الفترة التي تکون فیها (1> (X‏ لذلك فانه يجب أن نوجد نهاية الدالة 


عندما تقترب X‏ إلی آ من جهة الیمین ومن جهة الیسار. 


Lim f(x)= Lim (2-х) 
X s TE X 1" 


Lim f(x)= Lim (x +]) =2 


ХУТ X51 
إذا لا توجد للدالة نهاية. وهذا‎ Lim f(x) Z Lim (x) зо وحیث‎ 


X 1" :‏ 
يعني أن الدالة غير متصلة لعدم توافر الشرط الثاني من شروط الاتصال. 


الو حدة التا 


Aa 


1 
2' 
tJ 
2 
j 
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الو حدة 


الت 


Aa 


النهايات والاتصال 


5 التعيينات: 


السؤل الأول: 
أوجد نهايات الدوال الآتية: 


X“ +3x f 2 
(a) Lim (b Lim — — 
X جح‎ 0 2x وب‎ x+3 
4 2 : 
Хэ - 2x +1 х3 تھے‎ 
(C) Lim (d) Lim نس‎ 
0+7 ын Х-»-3 х2 + 7+ 2 
А 3 2 
2х° – 7х + 5-1 
шог (f) Lim 
2ج‎ х-2 X 2م‎ 2x -1 
السؤل الثاني:‎ 
آوجد نهايات الدوال الاتية:‎ 
4 
x -81 ۱ 9х +16 -4 
(а) Lim Ы) Lim 9× +16 
جع‎ X+3 шоо 5 
за, : 1 
- م6‎ ۳ 
(©) هن‎ = (d) Lim | > : 
1 хэ2 х-2 Хэ21Х-3 х-3 


Й Jx+7-3 x2 -9 
L 2 ۰ . 
= Ч 


النهايات والاتصال 


7 7 
x +128 х +1 
(h) Lim 


(g) Lim 


хэл х? +1‏ 6ے x?‏ و 
السوال الثالث: 
آوجد نهایات کلاً مما يأتي: 
x2 -3x +1‏ : 5+ ۶ 
(a) Lim (5) Lim 2‏ 
2ج + Х-эсХ-2 X5 2X7‏ 
(2х + 3)(3х – 1)‏ کے 2 كي 
(d) Lim‏ سک (С) im‏ 
(Зх + 5)(х — 4)‏ مہ جد X” —2X + X X‏ هوج ک7 
Зх +7‏ 
(f) Lim 9x2 +2 -3х| +1‏ و و е‏ 
X оо‏ 5+ 42ہ Х о‏ 
السؤال الرابع: 


ابحث اتصال كل من الدوال الاتية عند النقط المبينة: 


(а) Р(х)=х-2 | (b) /(х)-х“-х-3 | 
Х-0 Х--1 
3 
(yy =e tŠ | (а) مور‎ 5521 | 
х-2 Х--2 Х-1 Х-3 
2 2 
) (+ | للح + و رضن‎ 
X X=0 х-4 Х--3 
-1 
(g) 700-2-- | (h) f(0=3x +2 | D 
Х-1 хоо ХЭ 


الوحدة التا 


Aa 


النهايات والاتصال 


الموضوع бхаа!‏ 
1.المقدمة ٩ | munan ns n s ×× ۰ ۶٦٥٦‏ 276 
1. . تمهيد О ЕТСЕ‏ 
1.. آهداف الوحدة AMOS ОЕА ЫЬ‏ 
1 آقسام الوحدة шигээ‏ 
1.. القراءات المساعدة a np ИН‏ ایا үнийн‏ 
1.. الوسائط التعليمية الساعدة D S го‏ 
1.. ما تحتاج إليه لدراسة الوحدة ШЭНЭ ۰۰۰۰۰۰٤‏ 
2. التفاضل ши гр тоос‏ 
2 تعریف معامل التفاضل الأول 27:22 20172717 
2. قواعد التفاضل sapu‏ ا ОССО‏ 
2.. تفاضل الدالة الأسية واللوغارتيمية SS munaa,‏ 0 
2 الشتقات من رتب آعلی Оита‏ 
3. الخلاصة ЕЕЕ‏ 200 
4. 3-1 مسبقة عن الوحدة الحادية عشرة Ве‏ 207 
5. جابات التدرییات oe‏ ا 9( 2 
6. الراجع == 306 
7. التعیینات ЗОЛ E‏ 


الوحدة العا 


5,2 


1 


1. المقد من 


1 44643 : 
عزيزي الدارس» مرحباً بك إلى هذه الوحدة(التفاضل) والتي تتألف من آريعة 

آقسام رئیسة» حيث یزودك القسم الأول بتعریف التفاضل وخلفية عامة عنه. 

ویتناول القسم الثاني قواعد التفاضل والصور الختلفة لتلك القواعد ‏ 
متضمنا آمثلة توضيحية لتتمکن عزيزي الطالب من استیعاب تلك القواعد. 

ویرک القسم الثالث من هذه الوحدة على تفاضل الدوال الأسية 
واللوغارتيمية. 

آما القسم الرابع فیتناول التفاضل من رتب آعلی. ویتناول القسم الخامس 
حل العادلات الخطية 2 حالة مجهولین وثلاثة مجاهیل باستخدام الحددات 
والصفوفات. وتساعدك هذه الوحدة على فهم واستیعاب مفهوم التفاضل وطرق 
حلها. وحرصنا 2 الوقت ذاته على أن نقدم لك مادة تعليمية تشتمل أمثلة منوعة 
وتدریبات وأستلة تقویم ذاتي كفيلة بتلبية احتیاجاتك التعليمية. 


1 اهداف الوحدة : 


عزيزي الدارس» مرا بك إلى دراسة الوحد: الدراسية العاشرة وهي 
بعنوان " التفاضل " والذي یتوقع منك بعد دراسة هذه الوحدة أن تکون قادراً 
علی آن: 
1. ثعرف التفاضل. 


3. تشرح قواعد التفاضل. 


4. تحسب الشتقة الأولى لدالة ما. 

5. تحسب المشتقة الأولى للدالة الآسية. 

6. تحسب الشتقة الأولی للدالة اللوغارتيمية. 
7 تعرف الشتقة من رتب أعلى لدالة ما. 

۹. تحسب المشتقة من رتب لدالة ما. 


31. اقسام الوحدة: 


عزيزي الدارس» آلفت انتباهك إلى أن هذه الوحدة تتحون من آريعة أقسام 
رئيسة أعدت لكي تحقق الأهداف الأساسية لبذه الوحدة» حيث آرتبط القسم 
الأول بالبدف الأول» والذي يركز على تعریف التفاضل. 
و2 القسم الثاني تناولنا تعريف قواعد التفاضل. والصور العامة لتلك 
القواعد واحد» وهذا یحقق البدف الثالث. 


آما 2 القسم الثالث فقد تم الترکیز على تفاضل الدوال العامة» وبهذا 
نحقق الهدف الرابع. 

و2 القسم الرابع تناولنا تفاضل الدالة الأسية واللوغارتيمية» حیث بینا 2 
هذا القسم اسلوب اشتقاق تلك الدوال؛ واد القسم الخامس عارك الاشتقاق من 
رتب أعلى لدالة ما. 


مد میم 


1. القراءات الساعدة: 


تمثل الراجع الاتية قراءات إضافية مساعدة تتعلق بالوضوعات التضمنة 2 هذه 
الوحدةء آمل -عزيزي الدارس- أن تساعدك ب الزید من التعمق ب4 مفردات الادة 
العلمية نظراً لارتباطها الوثيق بهذه الوحدة. 
1 آبو بکر. عبدالله عبدالحلیم (1994): الرياضة البحتة للعلوم التجاریة؛ 


منشورات جامعة Oke‏ شمش. القاهرة: جمهورية مصر العريية. 

ار سس 52-21 НЕРИР TOS‏ 
ات АЕ‏ 
3 متولي مختار محمد. (1993): الأسالیب الرياضية للاقتصادیین» الطبعة 
کر Е‏ 


2 ۱ Р 

4. مصطفی. أحمد فتحي وآخرون . ( 2 مقدمة 2 الریاضیات للعلوم 1 
تاره الطيعة ОЛА‏ جافعة الاك عرد لرا الملكة القربية 
السعودیة. ,3 


1. الوسائط التعليمية المساعدة: 


عزيزي الدارس» لكي تتحقق آهداف هذه الوحدة يجب عليك أن تقوم بالاتي: 
Ф‏ قراءة الادة العلمية واستیعابها استیعاباً جيداً وحل التدریبات التي وردت بط 


هذه الوحدة وأسئلة التقویم الذاتي الخاص بها. 
« عرض شرائح موضحاً عليها أجزاءً من المادة التعليمة: 


1. ما تحتاج إليه لدراسة الوحدة: 


عزيزي الدارس» نلفت انتباهك قبل دراسة هذه الوحدة إلى التأكد من تهيئتك 
الکان الملائم للدراسة وآن یکون لديك دفتر وفلم. 


وك آثناء دراسة الوحدة حاول الإجابة عن جميع أسئلة التقویم الذاتي. حیث 
تساعدك 2 مراجعة مفردات الوحدة بالإضافة إلى التدریبات فهي تڪسيك 
المهارات لتعلم المادة العلمية. 


الوحدة العا 


شره 


0 


EE 


2. تعریف معامل التفاضل الأول: 
إذا كان لدينا متغيران У, X‏ وکان المتغيرل يتبع ب4 تغيراته المتغير ء أي 
أنه إذا كان المتغير× متغيرا مستقلاً وکان المتغير ۷ متغیراً ¿Lut‏ فان العلاقة 


المشتقة الأولى للدالة: 
إذا كانت لديا 
)13-13 


у= f(x)‏ فان المشتقة الأولی 
у 1,23,‏ دالة (function)‏ للمتغير × . فإذا افترضنا أن X‏ تغیرت بمقدار قدره dy‏ 
ia  ةلادلل 10002 РЭГ?” Ер ЭРЧЭЭ”‏ 
×۸ وتبع ذلك تفیرا 2 y‏ قدره «Ду‏ فان نسبة التفیر 3 y‏ إلى التغير ب ах X‏ 
تكت كلاد : dy Ay‏ 
تڪتب تي: — r:‏ سے — 
dx Lim Ax‏ 
Ay‏ 
Ax‏ 


ولو افترضنا أن التفیر 2 X‏ اقترب من الصفر: 0 — Ах‏ فان النهاية التي يؤول 


A 
Х 


f (X) АЛАШ‏ بالنسبة للمتغیر ‏ . وعادة ما يرمز لپا بأحد الرموز: 


ام سم الك 
dx‏ 
وعلیه فان : 
х+ Ах) – f(x‏ 
таъ CAS‏ عنم 
Ах — 0 Ах‏ 
وتسمی عملية ایجاد مشتقة الدالة f(x‏ = ۷ بعملية تفاضل الدالة. 


الو حدة العا 


5,2 


2. قواعد التفاضل: 
القاعدة (1): 


أمثلة: 
أوجد المشتقة الأولى للدوال الآتية: 
СУда‏ و (a) у-х?‏ 
ах‏ 
(b) у=х > = 0( 1 - 1,0 -1‏ 
Х‏ 
(уз тээш”‏ 
ду luan -х!?‏ : 
Сах 2‏ 
ü‏ ار у-‏ )4 
й ч‏ 
1 
үрулл D 3‏ لا , 
dx š!‏ 
1 _ 
KE‏ 


القاعدة )2(: 


تفاضل القدار ثابت یساوی صفرا: 


إذا کانت: 
у-К‏ > وکان k:‏ مقدارا ثابتاً» فإن: 


Ф 0 
ах 


القاعدة (3): 
تفاضل حاصل جمع элс‏ محدود من الدوال القابلة للتفاضل< 
يساوي مجموع تفاضل هذه الدوال 


۲ =u (x) + v(X)+ w(x) 


С 


= u! (x)+ v! (x) + w! (х) 


مثال:1 
آوجد العامل التفاضلي الأول للدالة: 
y =6+ x° +4/ х + 3x *‏ 


الحل: 
يتم نحویل الصورة الجذرية إلى صورة آسية: 2 
3+ ×+ ×+ 6= وج +3х*‏ × + ×+6= ر“ Е‏ 
л S 03х17 ро хз‏ 3 
зө dx 2‏ 
d l‏ 
=3x2 + +0‏ = 


dx 2.| х 


آوجد العامل التفاضلي الأول للدالة: 
у= х+2 ух + 2‏ 
x‏ 
الحل: 


= + / x l 2 1/3 -2 
523 3 - 


2 ہے5‎ 9 5 
dx 3 


. dy _ 2 1 


آوجد الشتقة الأولى لكل من الدوال الاتية: 


1 2 
(а) y=2x-3x2?-—5x3 8х4 + 4 (ye کے‎ 
X x x 


(O) y - 2 + 6x3 


أسئلة التقويم الذاتي )1( 


أوجد المشتقة الأولى للدوال الآتية: 


(8) y=x+2x2- 325 — ()y=3x2 طب‎ 
x 


(С) у=3 x + تلہم‎ (@ y=2+x  +x 0 


القاعدة (4): 


الوحدة العا 


8,2 


مه 


Ч 
1 


تفاضل حاصل ضرب دالتين قابلتبن للاشتقاق< 
مشتقة الدالة الأولى x‏ الدالة الثانية + مشتقة الدالة الثانية × الدالة الاولی. 


إذا کانت: ۷7 11< ۰.۷ 
وكانت کل من  , V‏ دالة للمتغیر × ء فان: 


dy 
dx 


= u'v+v'u 


أمثلة: 
أوجد مشتقة كل من الدوال الآتية: 


гч (а) у-(х2 +3)(2x2 — 5) Юуу-| Ч 22 
Х 

الحل: متا 

(a) у-(х2--3)(2х7-5) 

му-(х2-3)(2х7-5) 


“Фу |4 کے دوے‎ 4.83. 2 
АИ У. (х 22 х (2х + (2x | х (x7 +3) 


52520349 — 5) + 6х2(х? +3) 
dy 


(b) v= (+ ا‎ : 2 


الوحدة العاشرة 


ту хэ Э 5 -3) -» (хх? 169 – 3) 


Х 


Ё dy _ ۴ как] x (x -3( + دی‎ 51 # KERT) 
Х 


` dx dx 


—3)+3x2(x+x )L]‏ نے کے ےا 
dx‏ 


القاعدة )5(: 
تفاضل قسمة دالتبن قابلتین للاشتقاق = 
القام X‏ مشتقة البسط - البسط X‏ مشتقة القام + مريع ا مقام. 


إذا کانت: ус‏ وکانت کل من у‏ , 11 دالة للمتغیر × فان: 


V 


dy ۷ xul - uv! 


dx v2 


أمثلة: 
أوجد المشتقة الأولى لكل من الدوال الآتية: 


3х - 4 
)8( Y= کب‎ 
الحل:‎ 
3-4 
0ت‎ 
“Фу (2х+5) )3(-)3× — 4) 2) 
dx (2х + 5)2 


. لال‎ 6х +15-6х+8 23 
ах (2х +5) (2х + 2رہ‎ 


الوحدة العا 


8,2 


1 


2x +] 
الحل:‎ 
.. = Х 
КДЕ 
. dy _ )2x+1( 0)-0902) 
ах (2х + 1)2 
„Яу 2х+1-2х 1 
dk (2х+1)2 (2х +1)? 
1 
(С) بب‎ 7 
الحل:‎ 
.. 2 1 
oe 
“Фу (х-2)(0)-(01) _ —1 
dx | (22) K 


آوجد الشتقة الأولى للدوال الاتية: 
(а) у-(х-1)(х7-1) (b) у-(2х7-1)(х-1)‏ 


© y= [x+ (و- تماش‎ 


5 
Е 
3 


سره 


آوجد الشتقة الأولى للدوال الاتیة: 
2 
 -1‏ 1 
у=‏ )0( 
1+ 


My 


x—1 


أسئلة التقویم الذاتي )2( 


أوجد المشتقة الأولى للدوال الآتية: 
(а) у= (х? —1) (x +2) (b) y=x(x—3)@ -1(‏ 
х? +2‏ 


2x+2 
(©) у=, )0( у= 
x“ -1 х –1 


2 
x“ +1 
(g) у= 


x2 2 


القاعدة (6): 
تفاضل الدالة المركبة )90 دالة الدالة) = 
цааш л) Хий‏ مطروحا واحد ضحیح من 31154( Ал х‏ 14411 يداخل امن 


الوحدة العا 


إذا كانت: *[ у= ] fGo‏ فان: 


8,2 


مه 


d нэ 
ЗУ رن ۲۶م ۔‎ ] Л ون از‎ 
dx 


أمثلة: 
آوجد 32144 الأولی للدوال الاتية: ЕЧ‏ 
тэ. (а) у= ) x2 + 7 (b) у-(2х53-3х + 4‏ 


(С) y=(x+x”+3) ” (4)у-4/2х-3 


الحل: 
(а) л y= (х? + 2х)?‏ 
орд Ф2х) х(2х-2)‏ لا 
dx‏ 


29 =2(2х + 2) (х2 + 2х) 


Х 


(b) ۰۰ у-(2х7-3х-2) 


292 4(2х? +3x +2)? х (6х2 +3+0) 
Х 


7 сэн 4(6х2 +3) х (2х3 +3х+ 2)? 
Х 


(С) -y=(x+x°+3) 2 
== 2 وع‎ x” +3) х (1+ 2х +0) 


РО x (xX F3)‏ ڑے لا 
dx‏ 


الو حدة العا 


- 


(4) ту- ولآ‎ ә (2х-3)72 


۲ وے وین ے‎ 
ах 2 
كا ہت‎ O у? 
ах 
ду _ 1 
ах [2х +3 


2 . تفاضل الدالة الأسية واللوغارتيمية: 


3 1. تقاضل الدالة اللوغاريتمية. 


when a=e , Log, e = Log, e =1 


(mu) = 


_1 du 
u dx 


الوحدة العا 


هه 


8,2 


3.2 2 تفاضل الدالة الأسية: 


أمثلة: 
أوجد المشتقة الأولى للدوال الآتية: 
х?‏ معما- ۷ )5( (a) у= Log, (2х7-6)‏ 
(С) y = Log, 2х” (4) y=Log, (х? +3)‏ 
(e) y= ех (yy =е0+3Х+2)‏ 
(g) y=In (x +2)°‏ 
الحل: 
=Log. (2x —6) `. Фу 5 du‏ :6 
dx udx‏ 
„Фу 4х‏ 
ах (2х2-6)‏ 


(b): у =Log. х? 
ات‎ = (sx) 2 
x 


dx x 


الو حدة العا 


5,2 


(у= ов 2x 
dy 1 


ета оу. 
Х 


dx 2x 


(4) `` у= Log. (x° +3) 


.dy _ 1 


“ах (х? +3) 2 


ууу - 


dy x x 
л =ех()= 
427 ()-6 
الدالة نفسها ۲ مشتقة الأس.‎ + 


جود كا و :` (f)‏ 


. الك‎ OC 9990) پر‎ 2» +3( 
dx 


+ یلاحظ أن مشتقة الدالة الأسیة- الدالة نفسها X‏ مشتقة الأس. 
(ер) у= 0+ 2( =3ln (x +2)‏ 


ау 3 
dk x+2 


آوجد مشتقة کل من الدوال الاتية: 


(а) y=(x? + تيرك‎ – 2)* (5) у-42х +3 


الوحدة العا 


(O у= (х? – 4)? (4) у= (х? —x °)! 


8,2 


مه 


أسئلة التقویم الذاتي )3( 
آوجد مشتقة کل من الدوال الاتية: 


(а) y=(2x” کج‎ (5) у-ү3х2-1 


(С) у-(х?-1)72 (4) у-(х 7 +0 UJ 


آوجد مشتقة کل من الدوال الاتية: 


(а) у= Log, (2х7-4) (5) у= (x +3)° 
3 


(С) y=!ln — (d) y = e> 


x 
(e) بر‎ =e 0 


أسئلة التقويم الذاتي (4) 


أوجد مشتقة كل من الدوال الآتية: 


(a) y = е^ (b) y = e (С)  ہام‎ (2x +1)? 
Ш 


الوحدة العا 


5,2 


.. 


2 
) у= لتم‎ (е) у= 
(х+ 2) еу" 


2 .4. الشتقات من رتب أعلى: 


إذا کانت: y = f (x)‏ دالة قابلة للاشتقاق عدة مرات ШЕ ала‏ الحصول على 
الشتقة الأولی ثم الشتقة الثانية ثم الشتقة الثالثة وهكذا.... على التوالي. 


(а) у= х^ - 3х? + 5۶ - 4 


ویرمز للمشتقة الثانية بأحد الرموز: 


а? а? 
> or — [f 9] or y” 
dx dx 
كما يرمز للمشتقة الثالثة بأحد الرموز:‎ 
а? а? 
> Or 5 [ 7 )( [| ог "0 
dx dx 


مه مه 


ومن تعریف الشتقات من رتب أعلى نستنتج го‏ 


آوجد 222211 الثانية للدوال الآتية: 


Х 
(b) ул 5 


Х - 


(d) у= х? (x + 2)° 


۹ لمشتقات من رتب 
آعلی: 
هي الشتقات من 


الدرجة الثانية 


والثالثة والرابمة 


الوحدة العا 


8,2 


مه 


الحل: 
(а) ۰ у=х“ – Зх? + 5х2 – 4‏ 


2; 
з У ах! ہے گے چو توو۔‎ 18410 
ах ах 2 
Х 
کور ری‎ 
ل„‎ КО) х) ے‎ _ =1 сүүг 
dx (x -1( (x-1( 
2 
2 У уо ک۶‎ 
ах” (x 3 
x+2 
суу کک‎ 
(бу حم‎ (D +ع‎ 200 -4 | үү эг 
dx (53:28 (x — 2 
23 2 
3 ٩ ۷ ۷ 80 -2(73 = : 
3 dx (х-2) 


سره 


(d) °. y= x° (х2)? 
dy 


е (9) سه‎ 23 )1( (x+ 2) (2x) 
dx 


ДУ تو قد‎ +(х2 + 2х + 4) (2х) 
ах 
ЧУ эх? +4х2 + 2x? + 4х2 + 8x 
dx 

549 аад +8х2 + 8x 
dx 

2 

2 ФУ +16х +8 

ах 


لامثال: أوجد المشتقة الثالثة للدوال الآتية: 
–4х? + 7-2 (5) у=‏ تجرد (а) y‏ 
х-1‏ 


لاالحل: 
—12x2+7 , — = 200-245 ,‏ كفت (a)‏ 
х‏ 


22 


dy х-1-х 1 
چو = کے (0ا)‎ 2 
ах (х+1) (х+1) 


2 
206+7-۔ چگ , 6+1(2- 
x‏ 


ره 
گور 
.> 
+ 
يم 
L‏ 
lI‏ 
الوحدة العا 


8,2 


1 


_ а 
آوجد |- لكل من الدوال الاتیة:‎ 
Х 


(a) у=х? – 5х? +х– 4 (5) у= (3х? – 4) (х +3) 


х +2 x 
(С) у= (4) у = 
х -– 2 x +1 


آوجد الشتقة الثالثة لكل من الدوال الاتية: 


(а) 5ع دو‎ – 4х5 +72 (5) y=— 
х-1 


(С) у= 4 3х--5 


أسئلة التقویم الذاتي )5( 


آوجد 222211 الثالثة لکل من الدوال الاتية: 


2x 


(а) у=х? – 4х2 +7х (b) у = 
x +1 


الوحدة العا 


5,2 


٭ھ 


(С) у= „4х +2 
L| 


3. الخلاصی: 


تناولت هذه الوحدة التفاضل» حيث اشتملت على تعریف التفاضل وعبرنا عن 
معدل التفیر للدالة رياضياً بالرمز- 
Ay‏ 
Ax‏ 
حیث تمثل Ay‏ التغیر 2 التفیر ۷ و AX‏ التغیر 2 التغیر × . وبذلك فان 


معدل التغفیر هو حاصل قسمة التفیر y Э.‏ على التفیر ب ×. 

وعرّفنا التفاضل على أنه نهاية Ay / Ах‏ عندما تژول AX‏ إلى صفر. 
ونستخدم الرمز dy/dx‏ للاشارة إلى العامل التفاضلي الأول» أو ما يطلق عليه 
المشتقة الأولى للدالة بالنسبة للمتغیر . 


1 فك الهو خر‎ Би дав قرافو الفا فل‎ зь оаа о шиш 

توضيحية لتساعدك على استیعابها. 
كما تعرضنا لتفاضل الدالة اللوغاريتيمية والأسیةء وبینا كيفية Хэн!‏ 

المشتقة الأولى لمثل تلك الدوال. وضمنا ذلك أمثلة توضيحية لتساعدك على 
استيعاب وفهم أسلوب تفاضل تلك الدوال. 

وا ك هته БЭ ац алдаа ий‏ مرف ао‏ اس 
توضيحية لتساعدك على استيعاب وفهم أسلوب تفاضل من رتب أعلى(المشتقة 
الثانیة والثالثة). 


الوحدة العا 


8,2 


مه 


4. لمحت مسبقي عن الوحدة الد راسيي الحادین عشرة 


عزيزي الدارس» بعد دراستك للوحد: العاشرة (التفاضل): آصبحت قادرا على 
تھے قواعد التفاضل ولیجاد الشتقة افون للدوال الآنمية واللوغارتيمية» 
بالاسافه إلى шон‏ من رب اع 

و الوحدة الحادية عشرة سنتطرق إلى تطبیقات التفاضل, التي من آهمها 
النهایات العظمی والصفری. 

رق u Sl‏ فك z иш зай ган‏ خان دراس ak‏ المحدة 
تمکنك عزيزي الدارس: من الاجابة على كغير من التساولات حول النهایات 
саг ха су ай‏ كا ا bapa‏ مات انداررد مسضات 
الاقتصادید. 

وسنتتاول فا هذه الوحدة تعریف النهایات العظمی والصغری وأسلوب Хам‏ 
تلك النهایات» کنا سنتناول آیضا الدوال التزايدية والتتاقصية» وسنوضح متی 
تکون الدالة تزايدية أو تناقصیة» كما سنتطرق 2 هذه الوحدة لبعض 
التطبیقات الاقتصادية الختلفة التي تساعدك على استیعاب أسلوب تطبیقات 

аш‏ بذ الحياة الحملية: 


5 
1 
3 


5,2 


(4) у= 2х – 3х2 – 5х? – 8х“ +4 


арк‏ تو ے_ و اگ 


dx 
)0(۰.۲ ح‎ + — + = x ا‎ 63х72 + 
X x x 
ИЕ. - 65*33 – 6х 4 
ах 
dy _ _ 1 6 6 
dx санг 


(C): y - 2×2 + 6×3 


gO‏ وا 
dx 2‏ 
dy _ 1 ۳ 7‏ 
ах 1/2 2/3‏ 

(4) у= 1+х7? 3-х” 

гах?‏ وہ 
dx‏ 

. dy 2 


الوحدة العا 


8,2 


مه 


الو حدة العا 


سره 


(a) ‘y= (x +1)(x” -1( 
سين ی‎ -(х7-1)0) 
dx 


БОГ ич лай 
dx 
dy 
х 


= Y ох 


(5) ۰۰۷-0۵ -1()2+1( 
۳ -(2х2-1)(1) (х 41)(4х) 
dx 


„902 
X 


-1+ 4 + 


х 5-2 -4Х-1 
dx 


(C) y = 56 (х2-3)-(х-42х7)(х7-3) 


А ЗЕ (x + 2x1) (2х) + (x –3)(1- 2x °) 
dx 


49 0х242)4(х2-2-363х7) 
ах 


7 si = (2х? +2) +(х2 +37 -5( 
dx 

7 4у =3ҳ? +3 7 -3 

X 


تدریب3: 


3 – 2х 
اح کت يها‎ 
. dy (842х)(-2)-(3-2х)0) 
d (3 + 2х)2 
“Фу _-6- م4۴‎ -6+4۴ -1 
d (3+2х)2 (3-2х) 
-1 
0 جو‎ 
. dy (х+1) 0%) - (x° -1()1( 
dx (x +1)° 
“Фу 22+ تير ع2‎ -1 X +2x-1 
dx (х-1)/ (х+1)° 
Х 
کٹ‎ эт 
. dy _ (0х-1)0)-0902) 
عل‎ (0ох+1)2 
“Фу 2x+1-2x ._ 1 
dx (2х+1)2 (2х-1) 
i 
ету - 3 
. dy (х-1(0)-0001) 1 š 


dx (x -(* сс-17 


تدریب4 : 


(а) y =(x? + تيرك‎ – 4 


292 412 + تيرك‎ — 203 (2х 15х27) 
Х 


)0= ±5 کت رس 
Х‏ 


(6) 2у-42х-3-»у-(2х-3)2 


dy 1 -1/2 
22-1-0--1(2Х-3 2 

1 5 (  )2( 
. dy 1 


Сах (2x+3)2 


(O): y = (х? -7 
хэ =5(х? – 4) (2х) 
ах 


21 10x (х2 — “ھ4‎ 
dx 


(d): у-(х2-х72у7 
ыг су تہ‎ - SF 62 + 2x 3) 
Х 


“Фу. (2хє2х2) 


K: 20 - ×4 


الوحدة العا 


سره 


(a) 


(b) 


(e) 5 


تدریب5 : 


“y= Log, (2х7-44) 
سل‎ 0 
ах (2x +4) ах 
Ш бх? 
(2х? +4) 
у= (х +3)” 210 (х +3) 
ПОСЛЕ Ре ааг 
ах х+3 ах х +3 
х? 
у= 1 == пх? ها‎ (2х 4)" 
(2х – 4) 
=31ах – 310 (2х – 4) 
ےو سے وو كيد(‎ 
ах хах (2х4) ах 
2-1 
ох (2х-4) 
3 
у= ех 
3 
“Уух” کر وو دوک‎ 
dx dx 
-41-1/3Х 
y =e = 
ду алх) d 1 ×( = - 3× 1 
dx dx 3 9 


شره 


t 


П 
)۵(۰ تيرد‎ - 5х? + ع‎ - 4 


d2y 


7 = 
Х 


و كا 


6x —10 
dx 


(b)--y =(3x°-4)(x +3) 


2 Чу = (3х? – 4)(1) +(х + 3)(6х) 
ах 


= 9х? +18х – 4 
2 
ФУ ور۔‎ +18 
ах 
х-2 
۳ ۳ و‎ 
dy KC FDO)  -4 
“ах (x —2)° (x — (۳ 
=—4(x — 2)? 
Фу 3 8 
— = 8 = 2 = 
ах? 7 ) (x — 2)° 
= 
: у ار‎ 
3  x-1 حل‎ (x —1)° (х1) 


سره 


=—(x —1) °? 


(a) 2 


2 
ын? -2(х-1)/7х1-20х-1)”7 
dx 


5 


3 

dy 4-(1-ج برد ۔‎ x1=-6G -1(>“ 
dx 

= =6 

d (х-1)* 


تدریب 7 : 


776-2 + 4 - عردو 
—12x”+7‏ كفت 0 
Х‏ 


29) - 20x — 24 
dx 


У 2م ۔‎ -4 
dx 
Ш Х 
1 
“Фу (х41)0)-000) 1 
` dx (x —1)° (ке 
=(х-1)° , 
2 
4 37 زربي 2د‎ x 1=-2) +177 ; 
dx 
3 
ЧУ.ох-Зүх-1у7х1-6(0х-1)7 
dx = 
. Фу Ш 6 Е 
ах? (х-1)* 3 


8,2 


1 


(С) у= J3x +5 = (3x + 5)! 
2 ۳ = 5 (Зх + 5)! (3) 


3 -1/2 
=—(3x + 5 
2 ) 


3 
< کے‎ 1х5 (3х + 5) 22 (3) 
Х 
U 
3 
عرق 2 لا‎ + 5(2 
ах? 4 


الو حدة العا 


5,2 
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الوحدة العا 


8,2 


مه 


الو حدة العا 


- 


سره 


(а) у =54/х +2х3/* 


(С) ۷ = үх 


x2 -2 


(е) у = u x +3x2 


1 2 
د ر(‎ + 
x х? 


7 ا ٹنعیینات: 


السؤال الأول: 
أوجد المشتقة الأولى للدوال الآتية: 
(b) y=x°‏ 
у= 3 (1+ 3x)‏ )@( 
(f) у= (2x — 6)?‏ 
4- 
(h) у= Š‏ 
Х‏ 
السؤال الثاني: 


آوجد 222211 الأولى للدوال الاتية: 


2 + +1 
)5(73 
x“ –3 


(d) y = (х7-3ху 


(f) у= (4х –6)!/? 


x—4 
(h) у= — 
x+1 


(а) y=In (2x +1) 
(С) у=е^ 
(е) у=е (3Х+2Х° +2) 


x 


6 
(8)y= X+3 


(а) у= 2х? + 3х“ 
(©) y =× + 
Х 


_× +2 


(е) у = 


(g) у=(х +3)? 


(1) у =} (2х + 4) 


السؤال الثالث: 
آوجد الشتقة الأولی للدوال الاتیة: 


(b) у= (x +2) (X? +3) 
(4)у-е 2 


(f) у= Log( 2۶-2 


(h) y= 


تو 


السؤال الرابع: 
آوجد 222211 الثانية للدوال الاتية: 


(b) ۷ - “ع5‎ + 2х – 4 


(d) у= е 


(f) у=(х? + 2)(х -1( 


(h) у=ух +2 1 
2 С 
رن‎ у= = : 3 


х-2 


терес) وج‎ 


ع |( الصطحت 
1. القدمة 222022 ире‏ 
а‏ کی срншүигтэггггттэгтттэггтэтг тэх‏ 
1.. آهداف الوحدة ИКЕ‏ وا SJ‏ 
1 آقسام الوحدة СС ОТЕ‏ 
1. القراءات الساعدة тг соо ёо‏ اه 
1. الوسائط التعليمية المساعدة шонг етина‏ 
1 ما تحتاج إليه لدراسة الوحدة ۶س رت رر ОИ ОСОО‏ 
2. تطبيقات التفاضل ЗОЛИ j CORC‏ 
от ТЭ. оО‏ ہک ہے ہر ا وت 
2 2 النهایات العظمی ЗЇЮ | эосасахагтнагананхлаганананаг анан‏ 
2.. النهایات الصغری SA E n эт тээ эт‏ 
2. شروط النهايات العظمی والصغرى لد الة جس ےس ||| موا 
2. الشرط اللازم ا ا ا ا ا ا ا ا ОЕ‏ 
2 98 الکا 2 7000727 1 9 ا 


1 
3 
4 3 
1 


1 المعد می: 


1 تمهيد: 

عزيزي الدارس؛ 

مرحباً بك إلى هذه الوحدة (تطبیقات التفاضل) والتي تتالف من آريعة آقسام 
رئيسة» حيث يزودك القسم الأول بالنهایات العظمی والصغری وآسلوب حساب هذه 
النهایات. بالاضافة إلى الشروط التي تکون عندها الدالة نقطة نهاية عظمی أو 
صغری. 

ویتناول القسم الثاني دراسة التزاید والتتاقص للدالة متضمنا آمثلة توضيحية 
لتتمکن -عزيزي الطالب- من استیعاب الواقف الختلفة التي تکون عندها الدالة 
ال كذايد أو قاق 

ویرکز القسم الثالث من هذه الوحدة على دراسة تفیر الدالة» من حيث 
хай саа ТТ‏ ك ارت لعل الدالة 

ویتتاول القسم الرابع بعض التطبیقات الاقتصادية للتفاضل» حیث تعرضنا 
اش اف محال ИРИНА ЕРИ‏ اسرب سعد الويهدات сул‏ .1 
ما الا فاك إن تحدید اعلی غاقد تحفقه هنه اه اة وتساهدک هذه الوحدءة على 
فهم واستیعاب مفهوم النهایات العظمی والصغری وكيفية استخدامها بے 
التطبیقات الاقتصادية. وحرصنا بے ال وقت ذاته على أن نقدم لك مادة تعليمية 
تشتمل على أمثلة منوعة وتدریبات وأسئلة تقویم ذاتي كفيلة بتلبية احتياجاتك 
“Ls akal‏ 


الوحدة الحا 


баг 


5, 


0 


الوحدة الحاد: 


2.1 آهداف الوحدة : 


عزيزي الدارس» مرحباً بك إلى دراسة الوحدة الدراسية الحادية عشر وهي بعنوان " 
تطبيقات التفاضل " والذي يتوقع منك بعد دراسة هذه الوحدة أن تكون قادراً على أن: 
1 تُعرّف النهايات العظمى. 
2 5 النهايات العظمی. 


3 قرف النهایات الصفری. 
А‏ تست ال هایات الصفرى: 


5. تفرق بين النهایات العظمی والصفری. 

6. تشرح تزاید الدالة. 

7. تشرح تناقص الدالة. 

8. تشرح تحدب منحنی الدالة. 

9 تعرف نقط الانقلاب. 

0 تشرح آسلوب التطبیقات الاقتصادية للتفاضل. 


1. 3. اقسام الوحدةق: 


عزيزي الدارس. ألفت انتباهك إلى أن هذه الوحدة تتکون من آربعة أقسام رئيسة 

آعدت لكي تحقق أهداف هذه الوحدة» حیث ارتبط القسم الأول بالپدف الأول حتی 
الہدف الخامس. والذي يركز على النهایات العظمی والصغرى والشرط اللازم 
141214113 تکون للدالة نهاية عظمی أو صفری. 

وك القسم الثاني تناولنا تعریف تزاید وتتاقص الدالة والحالات الختلفة التي 
تکون عندها الدالة .2 حالة تزاید أو تناقصء وهذا یحقق البدف السادس والسابم. 

آما 2 القسم الثالث فقد تم الترکیز على دراسة تغیر الدالة وأسلوب دراسة هذا 
التفیر» من حیث التحدب ونقط الانقلاب. وبهذا تحقق الہدف الثامن والتاسم. 

وتم © القسم الرابع تناول التطبیقات الاقتصادية للتفاضل. وبینا كيفية 
استخدام الشتقة الأولى والثانية للدالة لتحدید عدد الوحدات التي يجب أن تنتجها 
المنشأة بالإضافة إلى حساب آعلی ربح بفرض أن تلك المنشأة قد قامت بتسویق کل 
الوحدات المنتحة. 


4.1 القراءات المساعدة: 


تمثل الراجع الاتية قراءات اضافية مساعدة تتعلق بالوضوعات التضمنة 2 
هذه الوحدة. آمل -عزيزي الدارس- أن تساعدك 2 الزید من التعمق 2 
مفردات اناد العلمية نظرا لارتناطها الوفق بهذه заз ll‏ 

| آبو بکر. عبداللّه عبدالحلیم (1994): الرياضة البحتة للعلوم التجارية, 


0 شمشء القاهرة: جمهورية مصر العريية. 
2 آحمد» فاروق عبد العظیم وآخرون( 1984): مقدمة 2 الرياضة البحتة 
mn:‏ منشورات دار الطبوعات الجافعية : الاسکندرید: جمهورية ухаа‏ 
انت 

3. باروم» آحمد محمد وآخرون (1988): الرياضيات 2 الاقتصاد والإدارة» 
الطبعة الخامستة. دار الشروق للنشر والتوزیعء جدة: الملکة العربية 
السعودیة. 

Л‏ متولي» مختار محمد. (1993): الأسالیب الرياضية للاقتصادیین. الطبعة 
الأولی» منشورات جامعة اللك سعود . الریاض: المملكة العريية السعودیة. 

5 مصطفى» أحمد فتحي وآخرون . ( 2002): مقدمة 2 الریاضیات للعلوم 
الادارية» الطبعة الأولی» منشورات جامعة اللك سعود. الریاض: المملكة 
العريية السعودیة. 
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1 الوسائط التعليمية المساعدة: 


عزيزي الدارس» لكي تتحقق أهداف هذه الوحدة يجب عليك أن تقوم بالآتي: 


Эсээ قراءة المادة العلمية واستيعابها استیعاباً جيداً وحل التدريبات التي‎ Ф 
هذه الوحدة وأسئلة التقويم الذاتي الخاص بها.‎ 
عرض شرائح موضحا علیها اجزاءٗ من المادة التعليمة:‎ + 


1 ما تحتاج إليه لدراسة الوحدة: 


عزيزي الدارس» نلفت انتباهك قبل دراسة هذه الوحدة إلى التأكد من تهيئتك 
المكان اللائم للدراسة وأن يكون لديك دفتر وقلم. 


و4 أثناء دراسة الوحدة حاول الإجابة عن جميع أسئلة التقويم الذاتي» حيث 
تاعا ۶ مراحعه مفروات الوحد: بالإضافة إل التدرييات تھے аа‏ 
المهارات لتعلم المادة العلمية. 


2 تطبیقات التفاضل (النهایات العظمی والصغری للد وال): 


2 مقدمة: 

يعد تحدید النهایات العظمی والصفری لكثير من الدوال واحدا من آهم 
التطبیقات العلمية لنظرية التفاضل, التي تم شرح آجزاء مهمة منها ك الوحد: 
السابقة. فمن العلوم وجود بمض الدوال التي تزید آو تنقص في متفیراتها الاب 
باستمرار. مع تزاید قیم متغیراتها الستقلة. وج مثل هذه الحالات У‏ يمكن تحدید 
أية نهاية عظمی أو صفری لمثل هذه الدوال. وبالشل توجد كثير من الدوال أو 
العلاقات الرياضية الأخرىء التي تشرح كثيراً من مظاهر الحياة العملية أو 
التجارية . والتي یتفیر فیها اتجاه قیم ا متغیر التابع من الزيادة إلى النقص أو العکس 
аан‏ تھی ай‏ ميكل هده رع ن Ба‏ سكن اون اا 
نهایات عظمی أو صفری. 

مثلا الدوال التي تصف علاقة الارباح التحصل علیها من بيع السلع» مع آسعار 
بیع هذه السلع» يمكن أن یتحدد لہا 2 كثير من الأحيان نهایات عظمی. ڪذلك 
دوال الایراد لہا نهايات عظمی. وبالثل الدوال التي تصف التغیرات التي تطرأ على 
التکالیف التوسطة أو التکالیف الحدية مع زيادة كمية الانتاج» لبا نهایات 


ویلاحظ أنه يمكن تحدید قیم هذه النهایات العظمی والصغرى عن طریق 
حساب معاملات التفاضل الأولى والثانية لهده الدوال. ویمعنی آخر یمکن تحدید 
سلوك آیة دالة عن طريق حساب المعاملين التفاضليين الأول والثاني لہدہ الدوال. 


2. النهايات العظمى: 
يقال أن للدالة (X)‏ كرح ۷ ЗАД‏ عظمى عند النقطة و×> × إذا كانت قيمة 


الدالة عند النقطة Хә‏ أكبر من قيمتها عند كل نقطة 4 مجال معين يضم 
النقطة ر×. 


النهايات العظمى: 
هى النقط التى عندها 


تتحول الدالة من تزايد 
إلى تناقص» أي يتحول 


ميل المماس من موجب 
إلى سالب» بمعنى أن 


- 
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3.2. النهایات الصغری: 
النهایات الصغری: 

يقال أن للدالة ЗАД ۷ = f (x)‏ صفری عند النقطة ×= × اذا كانت СЕЕ‏ 

. ۱ الدالة من تناقص إلى تزاید . 

قيمة الدالة عند النقطة Ху‏ أكبر من قیمتها عند كل نقطة _2 مجال معين al‏ يتحول ميل ال امن معن 

يضم النقطة -Х|‏ سالب إلى موجب» بمعنى أن 

ولکن لا بد من مراعاة أن النهاية العظمى أو الصفری للدالة لا تعني آکبر قیمة سے ہے 
0٦ ЯВ?”‏ جس تن ЭГ‏ تر dx ٢٣‏ 

أو أ للدالة 4 مجال ما. فالنهاية | للدالة سی آ للدالة 

و اصفر Z Хаад‏ مجال ما. فالنهاية العظمی aan чане‏ 

النقاط الجاورة لنقطة النهاية العظمی أي آنها قيمة عظمی نسبياء والشيء نفسه وة N‏ التهای зас‏ غرف 

يقال عن النهاية الصغرى فهي نهاية صغری نسبیا ویتضح هذا من الشکل رقم يكون النحنى مقمرا إلى 


أعلى. 

.)1( 

y 
ہی نهاية عظمی‎ À 
Jf G) 
2 نهاية صغری‎ 

л, 
3 
3 а Е و‎ Хэ X, b ы 
1 )1( شکل رقم‎ 


التهایات АЊА‏ والصغرى لذ الة ذات التفیرین 


4.2. شروط النهایات العظمی والصغرى للدالة. 
2 الشرط اللازم: 

اتا كانت کت А‏ ما( ر عند التففلة چ > اب عطسی 1424 
صفری. فإن معامل التفاضل الأول للدالة عند هذه النقطة يساوي صفراً أي آن: 


dy 
— (x)=0 
ас ) 


2 الشرط 191611 
13 كان معامل التفاضل الثاني للدالة Ў (х)‏ هو: 
2 
с) =-00‏ 
ах‏ 
су‏ الدالة تکون عند النهاية العظمی عند النقطة ,×= X‏ إذا كان معامل 
а?у‏ 
0« وت 
وتکون الدالة عند النهاية الصغری إذا كان معامل التفاضل الثاني آکبرمن 
صفر. 


y 
0 < 0 


ویمکن توضیح شروط النهایات العظمی والصفری باستخدام الشکل البياني 
رقم (2). فعند النقطتین XI , Хә‏ يكون الماس للدالة f (X)‏ موازیا للمحور 
الأفقي» أي يكون ميل هذا المماس ( الذي يعبر عن معامل اتفاضشل الأول ) ӨР‏ 
تقو | وتونم هيل الدالة مضا عفن الاقط على سی аг ku‏ باس لش 
على یسار .X‏ 

ویوضح الجزء الثاني من الشکل البياني أن عند كل من Ху‏ , 1× یکون 
المعامل التفاضلي الأول: 

ў 00-0‏ 
وهو ما يعبر عن الشرط اللازم للنقاط العظمى والصغرى. 
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عشرة 


- 


ЯЛ 
3 
3 
1 


اها الع الأخير من الشكل البياني فيوضح أق فمل Ф) дэл Цайш‏ 7 
الثاني أو الشرط L—Ji‏ 2 للنهايات ا ال 


(ÛU 


3 
1 
3 
4 3 
1 


ویمکن تلخیص ما سبق فيما يأتي : 
إذا کان لدینا دالة 2 متغیرین X , V‏ بحیث: 


ус? (х) 
فان هذه الدالة تکون عند النهاية العظمی إذا ما توافر الشرطان الاتیان:‎ 
d 
dx 
42 
وهو الشرط الکا.2.‎ 23. «0 (2) 
dx 
ما توافر الشرطان الاتیان:‎ 1М عند 334 الصغرى‎ у = f (X) وتکون الدالة‎ 
d 
dx 
d2 
2141 وهو الشرط‎ 7 < 0 (2) 
dx 


ولاختبار ما إذا كانت دالة ما عند نهاية عظمی أو صفری نتبع الخطوات الاتية: 
dy‏ 
(1) نقوم УУ!‏ بایجاد معامل التفاضل الأول 3 للدالة f (х)‏ 


)2( نقوم بایجاد قيمة X‏ التي تحقق صحة العادلة: 
d‏ 
буо‏ 
ах‏ 
2 


)3( نقوم بایجاد معامل التفاضل الثاني 2 للدالة f (х)‏ 
x‏ 


)4( نقوم بالتعویض عن قيم × التي حصلنا علیها 2 الخطوة (2) 2 معادلة 


1 معامل التفاضل الثاني. فاذا كانت نتيجة التعویض هي: 
а? 1‏ 
3 4«90- 
Е 1‏ 


| ایکون للدالة نهاية عظمی عند هذه القيمة. 
آما إذا كانت نتيجة التعویض ب معامل التفاضل الثاني هي: 
42 
0 > 4- 
dx‏ 


35 


„ў 
3 
3 
1 


کون تلالد اة سکی سد هذه аа‏ 
آما إذا كانت نتيجة التعویض هي: 


فإنه لا يمكن الجزم إن كان هناك نهاية عظمی أو صغری. 


J (X) التي تعطي النهاية العظمی أو الصغرى 2 الدالة‎ X نعوض قيمة‎ (S) 
لنحصل على القيمة العظمى أو الصغرى.‎ 


العظمى أو الصغرى (إن وجدت). 
х?‏ 
3x +1‏ + 00-7 7 


الحل: 
(1) نقوم بحساب معامل التفاضل الأول للدالة: 


d 
لکی يكون للدالة نهاية عظمی أو صغرى لا بد وآن لے کشرط لازم.‎ )2( 
x 2 
пх? - 4x +3 =0 


وهذه المعادلة من الدرجة الثانية ب4 متغير واحد» يمكن حلها باستخدام التحليل: 
(x —]) (x —3)=0‏ 
..x—1=0— x=1‏ 


الوحدة الحادین عشرة 


x—3=0 — x=3 


ویکون حل العادلة: 


)3( نحسب معامل التفاضل الثاني: 


)4( نعوض عن قیم )3 ,1( = × - التي حصلنا علیها 2 الفقرة رقم )2( - 2 


الفقرة رقم (3): 
$ عندما: X=]‏ 
2 2 
O‏ 0 2 ہب مم 
dx dx‏ 
+ عندما X=3‏ 
2 2 
0 > > عم 222 (а)‏ 
x dx‏ 
# ولحساب نقط النهایات العظمی والصفری: 
يتم التعویض بقیم [ 3 , 1 {х=‏ الدالة الأصلية. 
3 
Ш‏ و шарыг зэхэх!‏ 
хэ!‏ 
20 -۱+(9)0+() دعا Ева‏ 
#إذن نقطة النهاية العظمی هي: X =]. j.‏ 
х? 2‏ 
و '—y=——2xX +3x+1‏ 
x=3‏ 
YMin = бу -2(3) +3(3) +1 =1‏ 
# إذن نقطة النهاية العظمى هي: | 1= (х-3, y‏ 


تحلیل نتائج التعویض: 
+ العامل التفاضلي 


0 < — : عندما 
dx‏ 
3 = ×. وبالتالي فان 


- 


بيقات التفاضل 


الوحدة الحادین عشرة 


مثال:2 
آوجد نقط القیم العظمی والصفری للدالة: 
f (х)= х? - 6۴+1‏ 


الحل: 
Ч (х)= х? - 6 +110‏ 
л Ч ус = 2(х-43)‏ 
ду‏ 


5 


2 
دوہ وا‎ 
dy 
шах -0 — 3 عندما‎ 
dy 
2 
Ё 238) =2 > 0 
dy 


إذن للدالة نقطة نهاية صغری عندما: 3= X‏ 
ае‏ تفط التهایه الستری ات usa‏ عن ف 23× :1412 


الأصلية: 
ب Р(х) =х?-6х+11‏ 
х =3‏ 
Ymin = (3)? -6)3(+11 = 2‏ 
٭ إذن ЦАВ‏ النهاية الصغرى هي: }2 = {х=3, y‏ 
л‏ :3 


آوجد نقط القیم العظمی والصغری للدالة: 
Р(х) =3х? + 23 -1‏ 


الحل: 
Ч (х)-3х7--2х7-1‏ 
3х2(5х2+2) >O ,‏ = میں 15x‏ 
y‏ 
dx‏ 


— = 60 +12х 
dy 


2 
x=0‏ = 0 - )0( 21 .. 
dy‏ 
dy ۱ . .‏ 
إذن لا یصلح هذا الاختبار ونبحث إشارة: dx‏ على يسار ويمين X =Ü‏ 
Х‏ 


:X 0 عندما:‎ » 


:X > Ü عندما:‎ » 


أوجد نقط القيم العظمى والصغرى لكل من الدوال الآتية: 
=x —9x2 + 15х +10‏ ور (a) f‏ 


(b) fG0O=x(x—3)”+2 


أسئلة التقویم الذاتي )1( 


آوجد نقط القیم العظمی والصفغری لكل من الدوال الاتية: 
(a) f )=x2—x-—12‏ 
(b) f (х)-2х7-3х2-2‏ 
(С) Р(х) = x“ (x + 2)°‏ 


(4) Р(х) =(2x — 3)? 


الوحدة الحادین عشرة 


الو 


حده 


бах! 


عشرة 


دين 


3. تزايد وتناقص الدالت: 


تعرضنا للقيم العظمى والصغرى للدالة بے القسم الشاني» وعرفنا القيمة 
ША!‏ فترو ها على ИКЕСЕ Ш‏ هذه الفترتہ وعرفنا 
А‏ السطری على آتھا انعر ق АА‏ الذالة :2 هذه الفكرة: شاد БО‏ 
الدالة متزايدة تکون القيمة الصفری لپا ذ بداية الفترة والقيمة العظمی لها ذ نهاية 
الفترة» آما 13 کانت الدالة متتاقصة فتکون القیمة العظمی با 4 بداية الفترة 
والقيمة الصفری لہا 2 نهاية الفترة. 
تعریف: 

إذا کانت: ۳ هي الشتقة التفاضلية الأولی للدالة (X)‏ ۰ فانه 
الفترة: 


a <x <b 


d 
فإذا كانت الشتقة الأولی:0 > - لجمیم قیم  في الفترة العطاة‎ 


فان الدالة f (X)‏ تکون متزايدة 2 هذه الفترة. 
d‏ 
وإذا حانت: 0 < - لجمیع فيم x‏ -2 الفترة المعطاة› فإن 
x‏ 


الدالة f (X)‏ تکون متناقصۂ ف هذه الفترة. 


ابحث تزاید وتناقص الدوال الاتية: 
(а) Р(х) =x” +2 (b) Р(х) = 4-х?‏ 
الحل: 
dy‏ 2 
—=2x‏ را 2+ (a) ° f (KX) =x‏ 
dx‏ 
+ 2 الفترة: 0 > X‏ تکون الشتقة التفاضلية موجبة وعلیه فان АЛАИ‏ تکون 


متزايدة 4 هذه الفترة. 


+ و9 الفترة: 0 > X‏ تکون الشتقة التفاضلية سالبة» وعلیه فان الدالة تكون 
متناقصة 2 هذه الفترة. 


(b) (х) 4-2 57-86) 


dx 
تكون الشتقة التفاضلية سالبة» وعلیه فان الدالة تکون‎ X > 0 و9 الفترة:‎ + 


аах а‏ اه اتود 


+ و9 الفترة: 0 > X‏ تکون المشتقة التفاضلية موجبة» وعلیه فان الدالة تکون 


متزايدة 2 هذه الفترة. 


25 آوجد فترات تزاید وتناقص الدالة: 


x ARR EI =‏ =( ز 
الحل: 
+18x2 -8‏ تيرق + ТОГ X) = x^‏ 
4x? +242 +36х -»4х(х7-6х-9)‏ 9 :2 
x‏ 


وبالاتي فان: 
(x + 7‏ بوب لك 
dx‏ 
ویلاحظ آن القدار: 3)2+ (х‏ دائما موجب» وعلی ذلك خان رفاو امش аа‏ 
التفاضلية تتوقف على إشارة ¿X‏ حيث تکون الشتقة التفاضلية: 
٭ موجبة إذا كانت 0 > X‏ وعلیه تکون الدالة متزايدة 3 هذه الفترة. 


الو حدة الحا 


Ф‏ سالبه إذا كانت 0 > X‏ وعلیه تکون الدالة متناقصة 2 هذه الفترة. 


бээ 


آي آن الدالة: 


عشرة 


× < 0 متزايدة اذا کانت:‎ f (x) 
× > 0 متناقصة اذا کانت:‎ f (x) 


- 


حدد فترات تزاید وتتاقص الدالة» وکذلك القیم العظمی والصفری للدالة: 
f (x) 3 - 4x3—12x2 +17‏ 
الحل: 
_12x2 _ 24‏ تہور_ dy‏ 
dx‏ 
=12х (х2-х-2)‏ 
-12х (х-2)(х-1)‏ 
ду‏ 
صم : 0= ےہ 
dx S‏ 
(х+1)=0‏ (2-×)×12.. 
ویکون حل العادلة: 


x=0 ,(x—2)=0 > ۶ =2, (х+1)=0 ج‎ x = -1 


d 
ذلك ندومن إشازات 0 .3 الفترات:‎ kas 


0<x<2 , ۶ < 211‏ , 1[>»>0- , 1->ي 
d‏ 
وتو ضع 14 л‏ من خلال الجدول التالي: 
کت dy‏ . 
أطبيعة الدالة | اشارة | ЗҮРү Х x +] x—2‏ 
x‏ 

Í х«-1 - - š 5 متناقصة‎ 
1 -1> ۲ > 0 | - + - + متزايدة‎ 
j 0 > 2> 2 + + 0 - متتاقصة‎ 
x > 2 + + + + متزايدة‎ 


ویلاحظ من الجدول آنه: 


X=—] сам 


ф‏ تکون للدالة نقطة نهاية صفری هي: 12= (1-) ر 
وذلك لأن الدالة كانت متناقصة قبل هذه النقطة ومتزايدة بعدهاء لأن اشارة 
المشتقة التفاضلية قبلها كانت سالبة وبعدها كانت موجية. 
# عند: Х-0‏ 
# تکون للدالة نقطة قيمة عظمی هي: 17-)7(0 
وذلك لأن الدالة كانت متزايدة قبل هذه النقطة ومتناقصة بعدهاء لأن إشارة 
المشتقة التفاضلية قبلها كانت موجبة وبعدها كانت سالية. 
# عند:  X=2‏ 
Ф‏ تكون للدالة نقطة قيمة صغرى هي: ‏ 15-- ҒО)‏ 
وذلك لأن الدالة كانت متناقصة قبل هذه النقطة ومتزايدة بعدهاء لأن إشارة 


المشتقة التفاضلية قبلها كانت سالبة وبعدها كانت موجبة. والشكل العام للدالة 
كما 2 الشكل الآتي: 


| (15-,2) 
نهاية صغرى 


شكل رقم (3) 


الوحدة الحادیت 


عشرة 


تطبيقات التفاضل 


الوحدة الحادین عشرة 


L. 


7: ёа 
ابحت عن فترات التزاید والتنافص للدالة:‎ 
)ز7‎ =x -3x7 1ات‎ 


الحل: 
Ч РО) =x2—3x2—9x+1‏ 


Y 2 оа а зад) 
ах 
= 3(х-3)(х +1) 
ع کل و‎ 
dx 


وذلك عندما: 3 , x=-—]‏ 
ادهف ان شجال الذالةهو ارد З | аа W asin‏ وتا غلية 
نقسم هذا الجال إلى ثلاث فترات كما يأتي : 


۰ 2 - تنتمی إلى هذه الفترة »> 15»0-)3(4-4-3- ری 9 
۱ 5 


0 < نے 


۰ الدالة تزایدیة بے هذه الفترة. 


3 0 ينتمي إلى هذه الفترة › 0 > 9 — يم 


.1 الدالة تناقصية هذه الفترة. 


7 تنتمي إلى هذه الفترة ۰ ۰ 0 < 215 (3)16-8-3 - )4 
х Е‏ 


NSR z, 
والشکل العام للدالة كما الشكل التالي:‎ 


الوحدة الحاديت عشرة 


شكل رقم (4) 


- 


الوحدة الحادین عشرة 


تعریف: 
Ф‏ 13 كانت المشتقة الثانية 


0 > وم “ير 


2. f (x) ےه‎ u 


الدالة یکون محديًا إلى 
أعلى 2 هذه المنطقة. 
134 كانت المشتقة الثانية 
f” (х)> 0‏ 
للدانة f (x)‏ .2 
الدالة يكون محديًا إلى 


أسفل 4 هذه المنطقة. 


4. تحدّب منحنى الد الت ونقط الانقلاب: 


يقال أن منحنی الدالة مُحدب إلى أعلى 2 الجال [a , b]‏ اذا وقعت کل 
نقطة على هذا النحنی آسفل أي مماس له خلال هذا الجال. 


ویقال أن المنحنى مُحدّب إلى أسفل 2 الجال b]‏ , 8]ء إذا وقعت کل نقطة 
على هذا النحنی آعلی أي مماس له خلال هذا الجال. 

والنقط التي تفصل بين مناطق التحدب إلى آعلی ومناطق التحدب إلى آسفل من 
منحنی الدالة تسمی نقط الانقلاب‌ویوضح هذا الشکل البياني التالي: 


у=} (х) 


شکل رقم )5( 


یوضح الشکل رقم )5( أن الدالة f (X)‏ = ۷ تکون محدبة إلى أعلى 4 الجال 
[a , b]‏ بینما تکون الدالة محدبة إلى أسفل 2 الجال [b , c]‏ 


آوجد مناطق التحدب إلى آعلی ومناطق التحدب إلى آسفل لمنحنى الدالة: 


f (х) = تہ‎ +5 


الحا 
f (= =× - 22+ 2-5‏ 
جك =x?‏ 
ос -.‏ ا 
ах?‏ 
#بماآن 0 < 25 а аж үх 2: али‏ مس ال 
Х‏ 
آعلی في المنطقة | 2 ضمح | 
# وبما أن 0 > Фу‏ عندما: 2 < > .. مسقي الو اسيك وميا إن 
آسفل في 


- 


الوحدة الحادیم عشرة 


1.4 تعيين تقط الانقلاب: 
2 
2 أن نقط БУУ|‏ )2 ن مناطق الت إلى ا С 20 Š‏ 
حیث آن الانقلاب تفصل بين مناطق التحدب إلى آعلی حیث 12 
x‏ 
а?у ТИЕТ‏ 
ومناطق التحدب 231 آسفل حيث 0< — 


ах? 
2у 
آی يجب أن تكون المشتقة‎ ٠ #إذن عند نقط الانقلاب يجب أن تكون 0= ر‎ 
` dx 


الثانية للدالة Худаг‏ 

خطوات بحث نقط الانقلاب لدالة ما ( قابلة للاشتقاق حتی الشتقة الثانیة): 
а? а?‏ 

1- نوجد 2 قم دمل ماد كنك 
dx dx‏ 


d2 
إشارة ج قبل ویعد (مباشرة) کل نقطة من النقط التي حصانا‎ 120 
Х 


علیها من )1( وهنا یحدث آحد آمرین: 
2 


d 
تتغیر اشارتها قبل وبعد النقطة. فتکون النقطة نقطة انقلاب.‎ - Ха 
dx 
а?у 
تتغیر اشارتها قبل وبعد النقطة» فلا تکون النقطة نقطة انقلاب.‎ 223 
dx 
| فمثلا:‎ ۱ 


بالرجوع إلى الدالة 4 المثال السابق نجد газї‏ 


—=Ü تکون‎ X = 2 #عندما:‎ 


الوحدة الحاد: 
ең‏ 
ы‏ 

تی 


2 ۱ 
#عندما: 2 > X‏ تڪون 0 < 3 4 
Х‏ 
2 
#عندما: 0 > X‏ تکون 0 > :28 


2 


یات хий гын‏ كيل 2 رسس 22ھ 
dx 7‏ 


+ إذن عندما 2 = × توجد نقطة انقلاب. 


السوال الأول: 
ابحث فترات التزاید وفترات التناقص لكل من الدوال الآتية: 
(a) f (х)-х2-6х--7‏ 
(b) f (х)- 2х2 — 9х2 — 24x + 20‏ 


السژال الثاني: 
آوجد مناطق التحدب إلى آعلی ومناطق التحدب إلى آسفل ونقط الانقلاب 
(إن وجدت) لكل من الدوال الاتية. 
(а) Р(х) = x? - Зх?‏ 
/(х)-х7-2‏ )5( 


أسئلة التقویم الذاتي )2( 


السوال الأول: 
ابحث فترات التزاید وفترات التناقص لكل من الدوال الآتية: 
(а) (43 +3‏ 
(b) f (x) = x^ - 8х? +16‏ 
(С) 0-3-35 7‏ 
السژال الثاني: 
آوجد مناطق التحدب إلى آعلی ومناطق التحدب إلى آسفل ونقط الانقلاب (إن 
وجدت) لكل من الدوال الاتية: 


(a) لحم‎ uqa ki 
(b) f(x) = x - 3x2 - 12 +1 
(а) /(х)-4(2х-3)” 


الوحدة الحادین عشرة 


5 تطبیقات اقتصادین للتناضل: 


5. حالة النافسة الکاملة: 
تتميز حالة المنافسة الكاملة بوجود عدد كبير من البائعين والمشترين الذين 
يتعاملون +2 سلعة متجانسة ويحاول كل مشترى أن يحقق أقصى إشباع ممكن 
بينماء يحاول كل بائع أن يحقق آقصی ربح ممكن. كما أن كل مشتر على علم 
تام بأذواقه وبأسعار المنتجات وبمقدرتها على تلبية حاجته. وكل بائع على علم تام 
بكمية الانتاج التي يمكن انتاجها من تجمع خدمات عناصر الإنتاج» وعلى علم تام 
بأسعار هذه الخدمات. 
وتتميز المنافسة الكاملة بأن المنتج لا يمكنه أن يتحكم 2 السعر. فالسعر 
معطى له» وعليه فان المنشأة تأخذ السعر كما هو. 
ويكون هدف المنشأة تحقيق أقصى ربح ممكن:ء آي تعظيم الفرق بين الإيراد 
الكلي والتكلفة الكلية» بمعنى أن: 
К-ТК-С‏ 


R‏ الربح الکلي. 
5 الایراد الكلي. 
ل): التكلفة الكلية. 
والإيراد الكلي TR‏ هو عبارة عن: 
ТК-рха‏ 
р‏ سعر الوحدة الياعة. 
٤١|‏ عدد الوحدات المباعة. 


الوحدة الحادیۃ 


Ё-рхд-СП 


бух 


ویتحقق تعظیم الربح الکلي R‏ عندما تکون: 


5 معدل تغیر الطلب بالنسبة للسعر: 
بفرض أن سعر سلعة ما D‏ ودالة الطلب هي y = f (p)‏ دالة 2 السعر؛ بمعنی 
أن الطلب على هذه السلعة يعتمد على سعرهاء فان معدل تغير الطلبة بالنسبة إلى 
السعر هو عبارة عن المشتقة الأولى لبذه الدالة: 
dy‏ 
=== وهناك حالتان: 
ар‏ 
لا الأولى: إذا کانت: 
Фу‏ . . 
0 > -- أي أن معدل تغير الطلب بالنسبة إلى 
ар‏ = 
اسر Dil,‏ ستامنے أن ам alla 2 ли‏ إل أن 42225 ,15 
منها تقل. ويقال أن هذه السلعة جيدة. 


z Ni‏ کا 
ЭРЧ:‏ 

ЕР »0‏ أي أن معدل تغیر الطلب بالنسبة إلى 
qp‏ ` 


الس مرکا Д a aasma b u hx‏ إن أن اة ,1 
منها تزيد. ويقال أن هده السلعة Ал)‏ 


تقوم الشركة ау е азат‏ وة уул‏ تخبريائية سن 
نفس النوع بسعر 1880 УЫ,‏ للجهاز الواحد ء فإذا كانت التكاليف الكلية التي 
تتحملها الشركة 2 عدد 0 من الأجهزة هي : 
1800000+ 1009 + 0.0607 -0© 


الوحدة الحاد 


الطلوب: 
ما هو عدد الأجهزة الذي يجب على الشركة بیعها حتی يكون عائد الریح آکبر 


عشرة 


1 


الوحدة الحادین عشرة 


الحل: 
نعلم أن العلاقة بين الربح R‏ والتكاليف C‏ والإيراد الكلي TR‏ هي: 
R= 7-0 (1)‏ 
وحیث أن الایراد الکلی =TR‏ 
TR=pxq 1‏ 
حيث: 0 : عدد الوحدات» р‏ سعر الوحدة الواحدة من الأجهزة. 
فاذا فرضنا أن عدد الأجهزة الباعة هو ۹ء فان الایراد الكلى- 
TR = 1880q (2)‏ 
وبالتعویض عن الایراد الکلي TR‏ من العلاقة )2( والتکالیف С‏ من 
معطیات السوال. 
В = 18800 — (0.06q2 + 809 +1800000)‏ 
R = 18800 – 0.0692 —80q —1800000‏ 


7. R =—0.06q2 +18009 –1800000 (3) 


К __0.124+1800 
dq 


dR 


--0.12 
дд? 
dR _ و‎ 
dq 


..- 0.120 +1800=0 --0.124--1800 


جهاز 15000 ا = 
dR‏ 
وحيث إن: 0 > کمیة سالبة» فان هذه نقطة نهاية عظمى. 
0 


۰ عندم اتنتج الشرکت:: جهاز 15000= q‏ فان الربح یکون أكبر ما 


ربح ممکن. 


ولعرفة مقدار آکبر ربح» يتم التعویض عن © 2 العادلة )3( ینتج ما يأتي : 
=—0.06q° +18004 –1800000 2‏ 8 .. 


نعوض عن 1500= : 


В = - 0.06 )15000(* +1800 (15000) — 1800000 


ريك  ..8<11700000‏ الربح الکلي 


شرك العامرية تقوم بتسویق آجهزة الحاسوب» وكان سعر بيع الجهاز الواحد 
یتوقف على хас‏ الأجهزة التي یطلبها العملاء من الشركة وذلك على آساس العلاقة 
الرياضية الاتية: 
р-1040-0.034 (1)‏ 
حیث: р‏ : سعر الجهاز الواحد» 0 تشیر إلى عدد الأجهزة. 
الطلوب: 
ماهو عدد الأجهزة التي يتم بموجبه تسويقها و تحقق الشركة أكبر ربح 
esa‏ علما نان НЭМХ Бах‏ 
C = 0.050“ +1400 + 70000 (2)‏ 


الحل: 
بفرض آن: الایراد الكلي TR‏ من تسویق Q хас‏ من أجهزة الحاسوب. 


الوحدة الحادیم عشرة 


“УТВ-рха (3) 

وبالتعویض عن р‏ من العلاقة )1( 2 العلاقة )3( نحصل على ما يأتي : 
TR = q (1040 — 0.030 ( 210400 – 0.0342‏ 

TR -- 0.0202 +10409 


- 


ЯЛ 
3 
3 
1 


وعلیه فان الربح یعطی بالعلاقة الآتية: 
R =TR - СВ =(—0.03q2 +1040q)— (0.059? +1404 + 70000)‏ 
R --0.030* + 1040 - 0.0507 — 140q — 70000‏ 
В =— 0.0802 + 900q — 70000‏ 


ولحساب أكبر أو آصفر 3443 للریح نحصل آولاً على الشتقة الأولى: 


--0.164-900--0.164-900 — (4) , 

2 
0.16- = 
dq‏ 
ہے ہے dR‏ 
ويكون الريح أكبر ) أو أصغر) ما يمكن عندما: 0 

:)4( من العلافة‎ яр 
-0.164-900-0 = -0.16q =- 900 
5 جهاز 5625= 229 و‎ 
الأجهزة الباعة‎ хас وعلیه فان الربح یکون آکبر ما يمكن عندما یکون‎ 
جهازا.‎ 5 


ولعرفة اکبر ربح تحققه الشركة يتم التعویض 2 العلاقة: 
900q — 70000‏ + 0.082 -۔ R‏ 
R = — 0.08 (5625)2 + 900(5625) — 70000‏ 
لاريال :В-2461250‏ 
مثال 1 1: 
إذا كانت دالة الطلب على إحدى السلع هي: 


الوحدة الحادین عشرة 


у= f (p) 22500 - 6p 


гам 
اوجد معدل تغیر الطلب بالنسبة إلى السعر,‎ 


الحل: 


معدل تغير الطلب بالنسبة للسعر یعطی من خلال العلاقة: 


یلاحظ أن معدل الطلب سالب؛ وبالاتی فان السلعة حید ه. 


3.5. معدل تغیر التكاليف بالنسبة للانتاج: 
وهي تمثل مقدار الزيادة اللحظية بے التکالیف بالنسبة للزيادة اللحظي: 2 
الانتاج. فإذا رمزنا للانتاح بالرمز ۹ والی دالة التكاليف بالرمز ۰ فیکون معدل 
dy‏ 


15 كانت دالة التكاليف تعطی بالعلاقة الاتية: 


у -15+ 109*27 


الحل: 
مضل قیالع الیش الف ااانا هوه 


٩۷ 10+ а L] 
dq 


لا لا لا لا لا لا 


الوحدة الحادین عشرة 


- 


ЯЛ 
3 
3 
1 


مصنع ينتج آجهزة كهربائية» فاذا كان سعر بیع الجهاز الواحد یتوقف 
على хас‏ الأجهزة التي یطلبها العملاء من المصنع وذلك على آساس العلاقة 
الرياضية الآتية: 


р =1340 —0.04q 0) 


حیث: p‏ : سعر الجهاز الواحد» ¶ تشير إلى عدد الاجهزة. 
المطلوب: 
ما هو عدد الأجهزة الذي يتم بموجبه تسويقها بحيث يحقق المصنع أكبر 
ربح ممکن: Ас‏ بآن التكاليف الكلية تعطى من العلاقة: 
C = 0.0602 +160q+ 90000 (2)‏ 


أسئلة التقویم الذاتي )3( 


الشركة الدولية تقوم بتسویق آجهزة کهربائية» فإذا كان سعر بیع الجهاز 
الواحد یتوقف على хас‏ الأجهزة التي یطلبها العملاء من الشركة وذلك على 
آساس العلاقة الرياضية الاتية: 
p =1400 —0.03q (1)‏ 

حیث: 0 : سعر الجهاز الواحدء 4 تشیر إلى عدد الاجهزة. 
الطلوب: 

ما هو عدد الاجهزة الذي يتم بموجبه تسویقها و تحقق الشركة آکبر ربح 
هه هلما نان اا کے عن ا 

С = 0.0992 + 1409 + 60000 (2) 
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6 الخلاصی: 


کاو هنم الوخد نظییهات اتتفال: خی Хаг ад‏ اتتهایات العظمی 
والصغری ویعض التطبيقات الاقتصادية لہا .2 الحياة сул шад ТРА‏ لك 


آهم الوضوعات التي وردت 2 هذه الوحدة: 
1. النهاية المظمی للدالة: 
a‏ کانت الدالة f (X)‏ معرفة على القكرة [а , Ъ]‏ فتقول أن للدالة 
лаша хое |a. b | зав‏ 
3 الثيانة الضغرى للدالة: 
إذا کانت الدالة (х)‏ گر معرفة علی الفترة |a , Ъ]‏ فتقول آن للدالة 
В|‏ 
3 تزاید الدوال: 
أ-إذا كانت الدالة f(x)‏ قابلة للاشتقاق 2 الفترة | 9 , 8 | وكانت 
хє а,5|‏ لكل 0 <(م 7 متزاید: هذه الفترة فان؛ 
ب-إذا كانت الدالة 0 > (х)‏ / ع الفترة ] ا , 2 | فان الدالة 
f (x)‏ تکون متزايدة 2 هذه الفترة. 
4 تتاقص الدوال: 
أ-إذا كانت الدالة f(x)‏ قابلة للاشتقاق 2 الفترة ]9 |а,‏ وکانت 
x с|а,)|‏ لک 50 Г(5)‏ متتاقصة 3 هنه الفترة فان: 
ب-|ذا كانت الدالة 0 > f'(x)‏ 2 الفترة b|‏ , 2 | فان الدالة 
f (X)‏ تکون متناقصة 2 هذه الفترة. 
8 
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- 


5 . تحدب منحنی الدالة: 

¿U 6 ай хал لدواضة قح‎ 

وف كانت الشتقة الثانية 0 > (х)‏ "از .3 منطقة ما شان منحتی 
الذالةيكون یی على يف Р‏ 
راتا كانت f? ) > 0 аи аа‏ كامتطلقة ما فان منحنی الدالة 
يكون محدباً إلى آسفل # هذه المنطقة. 
16 الاتقلاب: 

النقط التي تفصل بين مناطق التحدب آلآ على ومناطق التحدب إلى انل 
من منحنی تسمی نقط الانقلاب. 
7 التطبیقات الاقتصادية للتفاضل: 

تمرضنا لاتطبیقات الاقتصادية للتفاضل؛ ورگزنا ے هذا الجانب علی 
اسلوب تحدید عدد الوحدات النتجة 3 منشاة ما الى یحقق عندها النتج 
آعلی ربح ممکن. 

كا دنا او وو سر tapa banana А‏ 


d 
العلاقة بالرمز - 3 حيث تشیر هذه العلافة إلى معدل تغير الطلب بالنسبة‎ 
p 


آلی الس شاد كان متا الخد سانيا فاق الؤيادة ك Ав аа‏ السلعة يزوف 
إلى أن الحمية المطلوبة ада‏ تقل. أما إذا كانت هذه العلاقة موجية فان 
yau 2141‏ هذه انامه ادى إن ؤيادة الطب عليها. 


الوحدة الحاد 


عشرة 


7 لمحت مسبقَّ عن الوحدة الثانیۃ عشر 


عزیزی الدارس» بعد دراستك للوحد: الحادية عشر: ( تطبیقات 


25201 )نه محف Байн‏ علد هلاب النيا Жин‏ لح اة 
والشروط التي تکون عندها للدالة نهاية عظمی أو صغری. 

bayu p лг а,‏ 5 التکابل ھیر انس زا لس دون 
ао,‏ تال ادا اففارہ гаг ИЛ‏ تال 

ونظراً لأهمية هذا الوضوع؛ فإن دراستك لہذہ الوحدة تمکنك عزيزي 
الدارس» من الاجابة عن كثير من التساژلات حول التكامل غير الحدود 
ut nas ээг салах 8‏ اتاد اعباط تحت 24412534 
163 وسوں السینات:؛ kak:‏ الجانب التکامل الحدود مكنا من 
ذلك. 

وستتتاول ك ола‏ الوحدة саа‏ التکامل غير الحدود والقوانین الرتبطة 
بے بالاضافة إلى التکامل الحدود وکيفية ایجاد الساحة تحت منحنی 
الدالة (×) f‏ باستخدام هذا النوع من التکامل. 


8 اجابات التد ریبات: 


(a) У(х)-х7-9х2-15х-10 


27 =3х2 _18х +15 


221 =3)» —6x+5) ج‎ 3(х-1)(х-– 5) 


- 


الوحدة الحاد 


عشرة 


الوحدة الحادین عشرة 


18— 6 = 
dx °‏ 
dy‏ 
3(х-1)(х-5)-0‏ ج م 
Х‏ 
ихе K< =5‏ 
وهنه هي النقط الحرجة للدالة 
2 
120-- 6-18= رم 
x‏ 
1> .. عندھا نقطة قيمة عظمى 314 
2 
30-18-12»0- 2146 
Х‏ 


5= ×.. عندها نقطة قيمة صغرى للدالة. 
ولایجاد قیم نقط القیم العظمی والصفری نعوض ب الدالة الأصلیةء عن قیم 
5 : 
У(х)-х(х-3)-2‏ 4 )5( 
x (x - 6х +9)+2‏ = 


= x -6x2 + 9х +2 


2 0 ۱ 

dx 
0 2 _ А 
020+ ٤۶ 4x+3) = 3(x -]) (x 3) =0 

Х 
x=] , x= 3 

وهذه هي النقط الحرجة للدالة. 

а?у 
— - 6x-12 : 

dx 

2 
. ¥ 6-12=- 6 >0 

dx 


АХА! عندها نقطة قيمة عظمی‎ 2.Х 


1 


2 


.- 5-4 8) - 18-13212716 
dx 


ОРТА 3‏ قيمة صغرى للدالة: 
ولإيجاد قيم نقط القيم العظمى والصغرى نعوض # الدالة الأصلیةء عن 


(a) ‘£ (x) =x - 6x +7 
. dy 


.—=2x—6 = 2(x —3) 
dx 


1-% ,-3[ 


13 , о | 
(b) р(х) = 2х3 – 9х2 - 24х + 2 


7 كن‎ бх2 – 18х – 24 
ах 


=6(x” - 3× – 4) = 6(x+1)(x — 4) 


قيم3 ,1= × 


تدریب:2 


السوال الأول: 


X > 3 عندما:‎ Ф 


А‏ تتاقصية 2 الفترة: 


X < 3 عندما:‎ Ф 


(. الدالة تزايدية 4 الفترة: 


× > -1 أو‎ x > 4 عندما:‎ Ф 
الدالة تزايدية ۶ کل من الفترتین:‎ .. 


- 


الوحدة الحادیم عشرة 


та, 
3 
3 
4 3 
1 


|« , 14 
» عندما: Х«4‏ > 1- 
.2 الدالة تناقصية 2 الفترة: 
| 14ت ] 


السؤال الثاني: 
(а) 2 У(х)-х?-3х2‏ 


d 
رم‎ 3х2 - 6x ۲ 
dx 
42 
5-3 -6х-6 =6(х-1) 
dx 
а?у 
تکون رک‎ Х-1 عندما:‎ + 
42 
2460 تکون‎ X <] #وعندما:‎ 
dx 
[- هه‎ ,1] ды. أي‎ x > 1 منحنى الدالة محدب إلى آعلی عندما‎ . 
а?у 
تكون م‎ X>] وعندما:‎ + 
dx 
[1 , ә] منحنى الدالة محدب إلى أسفل عندما: 1< × ء أي 2 النطقة‎ .. 


۰ منحنی الدالة يتغير تحدبه قبل وبعد :1 = × 
٠٠‏ عند 1= X‏ توجد نقطة انقلاب هي: 
)2 -, 1( ج  )1(-1-3--2‏ 


ОО ОО 
Ё(х) 


о 
буух” 


(b) ۰. f (x) =x -2 


2 
“0279 . Ус тэд 
dx ах? 
2 
: > > 0 
ах 


;2 متحتي الدالة معدت إلى اسغل داكما: 
٠.‏ أن منحنى الدالة لا يغير تحدبه عند أي نقطة. 
لا توعد نفظة اقلاب ةا اتی 


تدریب:3 
بفرض آن: الإيراد الکلي TR‏ من تسويق хас‏ 0 من أجهزة الحاسوب. 


)1( ۳-0 ].. 
وبالتعویض عن р‏ من العلافة من التطبیق (1)--2 العلاقة )3( نحصل على ما 


الوحدة الحادیم عشرة 


1 


الوحدة الحادین عشرة 


ТВ = q (1340 — 0.04q)=1340q – 0.0442 
TR -- 0.04۹ +1340q 


وعلیه فإن الریح یعطی بالعلاقة الآتية: 


R =TR - 0 8- )- 0.042 + 13400 ( — )0.069* +1609 +90000) 
R = – 0.040۴ +13404 — 0.0692 – 1609 –90000 


В =— 0.1092 + 11809 — 90000 


ولحساب آکبر أو أصغر قيمة للریح نحصل آولاً على الشتقة الأولی: 
=—0.20q +1180=-—0.20q +1180 (2)‏ — 


ویکون الربح أكبر )91 آصفر) Їл‏ يمكن عندما: d‏ 
q‏ 


:)2( من العلاقة‎ .. 
-0.20 +1180 0 = -0.20q =-0 
пра и =5900 جهاز‎ 
0.20 


وعلیه فإن الریح یکون آکبر Їл‏ يمكن عندما یکون хас‏ الأجهزة الباعة 
5625 جهازا ولعرفة آکبر ربح تحققه الشركة يتم التعویض 2 العلاقة: 
+1180q — 90000‏ 0.10 -۔ R‏ 


R = — 0.10 )5900(* + 1180(5900) — 90000 
.. R =3391000 ريال‎ 


٠‏ آبو بكرء «Шээс‏ عبدالحلیم (1994): الرياضة البحتة للعلوم التجارية» 


منشورات جامعة عین شمش, القاهرة: جمهورية مصر العربية. 

. أحمد» فاروق عبد العظیم وآخرون( 1984): مقدمة 2 الرياضة البحتة 
للتجاریین» منشورات دار الطبوعات الجامعية. الإسكندرية: جمهورية 
مصر العربية. 

. باروم» أحمد محمد وآخرون (1988): الریاضیات 2 الاقتصاد والادارت, 
الطبعة الخامسة. دار الشروق للنشر والتوزیع» جدة: الملکة العربية 
السعودية. 

. متولي» مختار محمد. (1993): الأساليب الرياضية للاقتصادیین. الطبعة 
الأولى» منشورات جامعة اللك سعود» الریاض: المملكة العربية السعودیة. 
3 مصطفی. آحمد فتحي وآخرون ۰( 2002(: مقدمة 2 الریاضیات للعلوم 
الادارية» الطبعة الأولیء منشورات جامعة اللك سعود » الریاض: المملكة 

العرییة السعودية. 


الوحدة الحا 


баг 


5,2 


- 


0. التعيينات: 


السؤال الأول: 
أوجد نقط النهايات العظمى والصغرى للدوال الآتية: 
(а) 0-3 - 6 +9x +6‏ 
(Б) (х) = Зх -х?‏ 
“ع - 2 0۵-8 (O)‏ 
f (= х4 -18х2‏ )4( 
(е) Кх)=х +1‏ 
السزال الثاني: 
ابحث عن فترات التزاید والتتاقص للدوال الاتية: 
(а) Кх)-(х-2)(х-1)2‏ 
1+ 2-2-3 دوم (b)‏ 
=x`-—3x2+3x+7‏ مع (С)‏ 
/(х) =x” -4x+5‏ )4( 
السوال الثالث : 
آوجد مناطق التحدب إلى أعلى ومناطق التحدب إلى أسفل ونقط الانقلاب (إن 
وجدت) للدوال الاتية: 
(а) Р(х) = +x? +2‏ 
Р(х) =х —24x° + 4‏ )9( 
(С) (х) =(х -1(* (x —2)‏ 
(х? - 47‏ = 0۵ )4( 
(е) Р(х) =2х° —9x” 128-3‏ 


та, 
3 
3 
4 3 
1 


السوال الرابع: 

الشركة الوطنية لتصنیع الأجهزة الكهربائية» تقوم بتسویق الأجهزة النتجة. 
فإذا کان سعر بیع الجهاز الواحد یتوقف على зас‏ الأجهزة التي یطلبها العملاء من 
الشركة وذلك على أساس العلاقة الرياضية الاتية: 


р-1500-0.024 
سعر الجهاز الواحد». 0 تشیر إلى عدد الأجهزد.‎ : p حیث:‎ 
الطلوب:‎ 
ماهو عدد الأجهزة الذي يتم بموجبه تسويقها و تحقق الشركة أكبر ريح‎ -1 
ممكن» علما بأن التكاليف تعطى من العلاقة:‎ 
C = 008092 +1400 + 50000 
2-بفرض أن الشركة قد قامت بتسويق كل الأجهزة المنتجة» احسب أعلى ربح‎ 
تحققه الشركة 2 هذه الحالة.‎ 


1 


الوحدة الحادیم عشرة 


ےھ »مه а‏ 


АжшаН (| ЕБЕ 
356 المقدمة ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا اس‎ .1 
356 JI pnm تمهيد ا ا ا ا ا ا ا ا رس‎ 1 
ЗС آهد اف الوحدة 1[ 1 1 پچ پا‎ ..1 
0" ۱ 08 8830 أقسام الوحدة‎ 1 
ЗЭ القراءات الساعدة‎ ..1 
Э Е الوسائط التعليمية المساعدة‎ 1 
ما تحتاج إليه لدراسة الوحدة ه4 || ره‎ .6.1 
350 ||| nn s التکامل م‎ 2 
ند‎ EI | шээг مقدمة‎ 2 
300 OEI ی پچ‎ un a التكامل غير الحدود‎ 2.2 
С ا‎ 0 E التكامل المحدد‎ .2 
ЗЛЕ N тос الخلاصة‎ .З 
уг Ессе إجابات التدریبات‎ .4 
монг و ا ا‎ 2-1 1.5 
E f التعیینات. مسسمسس مس‎ .6 


الو حدة СЛ‏ 


انیم عشرة 


: 


цАад3АН 1 


1. تمھید: 
عزيزي الدارس» 

مرحباً بك إلى هذه الوحدة(التکامل) والتي تتألف من ثلاثة آقسام رئیسة؛ 
حیث يزوف القسم الأول سی آهمية التکامل وبتعریف عام للتکامل, 

ویتتاول القسم الثاني التكامل غير المحدود» من حیث التعریف والقوانین 
ال ا التوع من الفکامل p pah ава‏ لتتمکن apas‏ آندارس؛ 
qaa amada‏ القرانی а‏ 

وتفاول ااشت الافت تکام ل اتود من خی ف الضغریت а‏ 
الرياضية لایجاد مثل هذا النوع من التکامل. وحرصنا ف الوقت ذاته على أن نقدم 
لك مادة ليمية تشتمل امكلة معوهة وتدریبات وأسئلة تقویم ذاتي كفيلة بتلبي ة 
Хий abs tsi‏ 


1.. أهداف الوحدة: 


عزيزي الدارس» مرحباً بك إلى دراسة الوحدة الدراسية الثانية عشر وهي 


بعنوان " التكامل " والذي يتوقع منك بعد دراسة هذه الوحدة أن تكون قادراً 
على أن: 

Л‏ تشرح آهمية التکامل. 

Ја تعرّف‎ .2 

3 شرع التكامل غير الحدود. 

4 کر فرانين التكامل عر اا 

5 تحب التكامل غير الختوت 

6 التكامل اا 

7. تحسب المساحة بين منحنى الدالة Jf (X)‏ ومحور السينات .Х‏ 

8 توضح الفرق بین التكامل غير المحدود والتكامل الحدود. 


1 -3. اقسام الوحدة: 


عزيزي الدارس. آلفت انتباهك إلى أن هذه الوحدة تتکون من ثلاثة آقسام رئيسة 

آعدت نكي تحقق الأهداف الأساسية لبذه الوحدة» حیث ارتبط القسم الأول 
بالبدف الأول والثاني» والذي يركز على آهمية وتعریف التکامل . 

و القسم الثاني تناولنا التکامل غير الحدود والقوانین الرتبطة به» متضمناً 

آمثلة توضيحية لتتمکن عزيزي الدارس من استیعاب وتطبیق هذه القوانین 2 الحياة 


.444 وهذا یحقق پک الرابع والخامس. 
وب القسم الثالث تناولنا التکامل الحدود والعلاقة الرياضية التي تستخدم 
لایجاد مثل هذا النوع من التکامل بالاضافة إلى شرح آسلوب إيجاد الساحة تحت 


ЦЭЭРЛЭ‏ . وهذا یحقق البدف السادس والسابع والثامن. 


1. اثقراءات الساعدة: 


1. آحمد. فاروق عبد العظيم وآخرون( 1984): مقدمة 2 الرياضة البحتة 
للتجاريين» منشورات دار الطبوعات الجامعية. الإسكندرية: جمهورية مصر 
العربية. 

2 الجاسرء إبراهيم عبدالله (2003): مقدمة ‏ الریاضیات للعلوم الإدارية 
والاجتماعیةء الطبعة الاولی» مكتبة الملك فهد الوطنية للنشرء الرياض: المملكة 
العربية السعودية 

3. باروم» أحمد محمد وآخرون (1988): الرياضيات 4# الاقتصاد والإدارة» الطبعة 
الخامسة» دار الشروق للنشر والتوزيع» جدة: المملكة العربية السعودية. 

Л‏ متولي» مختار محمد. (1993): الأساليب الرياضية للاقتصادیین؛ الطبعة 
الأولى» منشورات جامعة الملك سعود» الرياض: المملكة العربية السعودية. 

5. مصطفی؛ أحمد فتحي وآخرون . ( 2002): مقدمة بے الرياضيات للعلوم 
الإدارية» الطبعة الأولى» منشورات جامعة الملك سعود ء الرياض: المملكة العربية 
السعودية. 


2 
1 
3 


انيم عشرة 


1 الوسائط التعليمية المساعدة: 


عزيزي الدارس» لكي تتحقق آهداف هذه الوحدة يجب عليك أن تقوم 
بالاتي: 


Ф‏ قراءة الادة العلمية واستیعابها استیعاباً جيداً وحل التدریبات التي ورد 
هذه الوحدة وأسئلة التقویم الذاتي الخاص بها. 
Ф‏ عرش شراکح موضعاً علیها اجزاءٌ من الادة التعليمة. 


1 ما تحتاج إليه لدراسة الوحدة: 


عزيزي الدارس» نلفت انتباهك قبل دراسة هذه الوحدة إلى تأكدك من تهيئتك 
المكان ا ملائم للدراسة وآن یکون لديك دفتر وفلم. 
و4 أثناء دراسة الوحدة حاول الاجابة عن جميع أسئلة التقويم الذاتي» حيث 


تساعدك 2 مراجعة مفردات الوحدة بالإضافة إلى التدريبات فهي تكسبك 
المهارات لتعلم المادة العلمية. 


الوحدة الثان 


نی عشرة 


1 


2. التحامل: 


2 مقدمة: 

يعد التکامل من الواضیع الهمة بے الریاضیات ویحظی باستخدام واسع 2 
كثير من فروع العلوم الختلفة. وقد درسنا 2 الوحدة العاشرة كيفية ایجاد تفاضل 
الدالة» و هذه الوحدة سنتعرض إلى كيفية ایجاد تکامل الدالة باعتباره العملية 


(15:05 ан! 


А А:‏ تعریف: 


tJ‏ كانت الدالة (х) = f (x)‏ "1 فان уа Е(Х)‏ معکوس الشتقة للدالة 
f Go‏ ب المجال b|‏ , 2].ولذا كانت الدالة F(x)‏ هي معکوس الشتقة 


Е(х)+с 


حيث: C‏ مقدار ثابت. 


وکا نعلم إذا كانت الدالة f(x) = x“‏ فإن الشتقة الأولى للدالة هي 
=( ,وب Са‏ اسان کر هى مشظة کید آرداتا 
أصلية مقابلة للدالة 25 ء ویناء عليه فانه توجد مجموعة من الدوال تكون الشتقة 
الأولى لبا هي 25 . فعلی سبیل الثال فان الدوال التالية لپا نفس المشتقة الأولی: 


الوحدة الثانین عشرة 


Заа‏ معنا 253121 агч‏ آو انا الأ اة لا اة 2 ليست 
وحيدة» لذلك فإننا نعتبر أن الشتقة العكسية للدالة 2 هي © + X2‏ حيث © 
یسمی 'ثابت التكامل". لذلك аха‏ إذا كانت F(x)‏ هي معکوس التفاضل للدالة 
f (x)‏ 4 فان أي دالة بالصيفة F(X)+ C‏ هي أيضاً معکوس التفاضل للدالة 


f (X)‏ ۰ حيث © مقدار ثابت. 


| الأمثلة الآتية: 


3 
(a) [3% охе 


لأن: 
а з 2‏ 
(x7 +с)=3х‏ — 
) 
(b) [4х? dx=x +c‏ 
لأن: 


+c)=4x2‏ ا 
dx‏ 


(С) |15х“4х-13х5х “4х-3|5х dx =3х? +c 
لأن:‎ 
ہک‎ +с)=15х* 
التكامل غير المحدود:‎ .2 
Е(х) تسمی العملية العكسية للتفاضل بالتکامل؛ بمعنى إذا كانت الدالة‎ 


معكوس مشتقة الدالة f (X)‏ فان الصيغة: 
Е(х)-с‏ 


تسمی بالتكامل غير الحدود ویرمز له بالرمز: 


JJ ری‎ ах 


الوحدة الثاني عشرة 


1,5 الصيغة " × f О)‏ |" تکامل f (x)‏ بالنسبة إلى ۰ وتشير×ل إلى أن 


2 قوانین التکامل غير الحدود: 


إذا كانت а‏ عددا حقیقیاً فإن: 


ja /(х)4х-а| f(x) dx 


(a) [5х dx = 5|х dx , 
(b) Бх dx = 1 [xax 


وهذا یعنی انه عند اخراء ادل دال رون ف د حقیقی؛ 438 یتم وضع 


إذا كانت n‏ عدداً ах‏ 11-14 فإن: 


+1 
x" 


[x" dx = +C 
n+I 


الو حدة الثان 


انیم 


عشرة 


تعني هذه القاعدة أنه عند إيجاد المشتقة العكسية للدالة "× = (х)‏ » فإننا 


5 
ахах = е : فمثلاً‎ 
1 و‎ 7٤ у? 21 
(j 3 = | سے ول‎ ——+с = лын 
-2-1 Е 
(ој х2 ax = +c =—x +c = +c 
-2-1 х نتيجة:‎ 
п+1 
ах 
[ах?іх =a[x"dx = +C 
п-1 
n ۶ -1 آعداد حقيقية,‎ 2 , п : حیث‎ 
مقدار ثابت.‎ : © 
فمثلاً:‎ 
сэвх! ах = 3 برا‎ 
6 5 
3 83 š 
(9| 525 ах = |5 х ديل‎ 2х +c 
3 
=——+c 
2x 


من القاعدة رقم )2( والنتيجة السابقة نستنتج آن: 


الو حدة الثان 


انیم 


[ix =x+c , |адфх-ах-с 


أي أن تکامل العنصر التفاضلي ×1 هو × مضافاً إليه القدار الثابت 6. 


عشره 


[dx = | 1 dx = [x° ах = + سم‎ х +С 
0+1 
хон 
[аах = [a x° dx =a +C =ax+c 
0-1 


وعلی ذلك فإن: 
[ау =у+с , [2dx=2x +c‏ 


إذا كانت f (х), g (X)‏ دالتبن 2 X‏ فان: 


РО Ев (%0 ] dx = 
| 00 + [ ع‎ GO) dx (з) 


أي أن تحامل حاصل جمع )91 الفرق بين ) دالتين يساوي مجموع )91 الفرق بین) 
تکامل هاتین الدالتین. 


فمثلا: 


3 


| عل( 6 + 2ع)‎ = [х2ах + бах = r +e, 


4 5 
[0° +x“)dx = [x dx + x“ dx E ا‎ ; 
5 
š 2 2 يرم‎ 50. 
Я, [0х –5х +3)dx = 2| хах -5 [хах+зјах = - 2 t3x+c 


s 


إذا كانت b , n‏ , 2 آعداد حقيقية ء ۶-1 1 فان: 


۳ رط +جھ)_‎ 
[Сах +b)" ах = 4-1 + - Ө 


فمثلا: 
: | 4 
S ша - 5 0 ۱‏ کب 
8 )2(4 
7 
вах = 2220 ETE‏ 63-50[ 
55 (5)7- 
یو 0 
با [а = [8 (3 –2х) Еа‏ 
2х) - 2 )-4(‏ 3( 
1 ے81 
с +‏ 
2х)“‏ 3( 8 
یلاحظ أنه تم: 


+ اختصار الرقم 8 2 کل من البسط والقام. 
+ نقل البسط إلى القام وذلك للتخلص من إشارة الأس السالبة. 


الو حدة الثان 


انیم 


عشره 


أي أن تکامل الدالة الأسية هي نفسها الدالة الأسية مضافاً إليه ثابت التکامل. 
وإذا کان الأس مضروباً بثابت فانه یتم القسمة على الثابت. 


| с“дх- 4ex+c ب‎ 


4 
[о +ех)ах = ёс, 
х? 
[о +2ех)ах = وج 2ب‎ 


2 


نعو كل كفي وين 3+ [е*‏ 
2 4 


أوجد التكاملات الآتية: 
[ах (b) |-зах (С) [х ах‏ 6 
[уау (e) |2 х‏ @ 


آوجد التکاملات الاتية: 
(а) [(x+1)dx (5) | Gx 2 +2x-5)dx (С) [ax +3) ах‏ 


(4) Їк-2) (4х2-1) dx (е) (4x -3( 0×۴ (0) |16 (3-2ху7 
(9) | )2 +6)dx 


الو حدة الٹا 


نین 


عشرة 


أسئلة التقويم الذاتي 


أوجد التكاملات الآتية: 


(a) [x` (2x – 2x)” dx (9 ] ۰02 y)dy رات‎ dx 
Х 


(4) |4(0.5х-1) "ах )dk (0|х(2х-3) dx 
(g) jx dx (0 | x Jx ax 
X 


(0 [Jy dy (k) 5م‎ + 3х>)ах (1) [4 dy 


2.. التکامل المحدود: 

بس التکامل الحدود من الأدوات الرياضية الهمة فاحل کثیر من السائل 
التطبيقية. ویستخدم هذا الفهوم ك حساب الساحات تحت منحنیات الدوال واطوال 
آقواس هذه النحنیات کما پستخدم يذ ساب الوشرات الختلفة لبعض التفیرات 
الإحصائية وغیرها كثير. وسنحاول هنا التعرف على مفهوم التکامل الحدود 
کنا اد تس سیت ЗИ‏ 

132, bao ول‎ a, b| اف‎ a aus (Хул заза царай 
كما 2 الشكل التالي ونرغب 2 حساب الساحة الحصورة بين منعنی هذه الدالة‎ 
ومحور السینات والستقیمین:‎ 


الو حدة الثان 


نیم عشرة 


1 


ولخساب فة التکامل агь‏ العامة الظلوية فاا متا إلى حساب 
التکامل للدالة بين النقطتین a , b‏ ویقال أن التکامل الحدود للدالة f (X)‏ 
بالنسبة إلى × © الفترة ,x=b‏ ×= 8 ویرمز له بالرمز: 


b 
Í £ CO ах 


ویتم إيجاد تکامل الدالة السابقة باستخدام العلاقة الآتية: 


b a 
1 60 ах= Е(х)| = ЕФ) На) 
b 


مثال1: 
آوجد قيمة التکامل: 
F х? +2)ах‏ 
0 
الحل: 
نوجد أولاً قيمة التکامل غير الحدود وذلك بدون کتابة ثابت التکامل. 


2 х? 
J + 2( ах 7 -2х 


+ ینم التعویض بحدود التكامل على الوجه الاتي: 


الو حدة 1231 


2 хо 2 
[х2 ودج‎ dx = + 2۱ 
0 3 0 


انیم عشرة 


3 
3 ۳ -2+4= 2. 


مثال 2: 


5 


аг‏ الم ين ا3 2 2 ”لا ومحور السینات 


хела بك الفترة بين:‎ X 
الحل:‎ 
لحساب المساحة نوجد التكامل المحدود كما يأتي.‎ 


| -ه رتع)‎ 2х +з )ax 
1 


3 4 
| + 2× = 
1 16 
Тез‏ 3 ]ا وو ]جح 
16 16 
+ تم التعويض بقيمة (1= × , 3 = ×) واستخدام العلاقة السابقة. 


U 


الوحدة الثان 


انیم 


عشره 


مثال 3: 
اوجد المساحة المحصورة بين المنحنى: У = 3× - бх‏ ومحور السینات. 


الحل: 
يتم حساب الساحة باستخدام التکامل الحدود وذلك بتحدید نقط تقاطع 
النحنی مع محور السینات» وذلك بمساواة معادلة النحنی بالصفر وکما يأتي: 
О‏ 
у= 3х2 – 6۲ = 0‏ 
Зх = 0 x = 0‏ ج 0 = )2 –- „3х (х‏ 
Х-2-0 дага‏ 
ан‏ عله ڪون السا а‏ بين انى 6د ×3= y‏ ومسوز 
السينات × © الفترة بين: 2 , 0= × هي: 


9 


=x`°— 3×۶ | 
O 
- تی‎ _3(22) =S — 12 = —4 


3 
۰ الساحة لا یمکن أن تکون قيمة سالبة. 4 
.. الساحة تساوي 4 وحدات مريعة» ویمکن توضیح ذلك 3 الشکل التالي: 1 


عشرة 


: 


ملاحظة هامة: 
#الساحات هي القيمة الطلقة 
لقيمة التحامل الحدود» 


وتحون موجبة باستمرار. 
#القيمة المطلقة لعدد ما هي Ш‏ )0 2( 
قيمة العدد بغض النظر عن О‏ 


الاشارة. 0 0( 


السوال الأول: 
آوجد قيمة التکاملات الاتية: 


(a) 12722 (5) Ї (8х-2х2)4х 
1 0 


4 

()| (244у-4у2)ду 
2 

Ф| 3x (x7 -1)dx 
1 


السؤال الثاني: 
ما هي المساحة تحت المنحنى: ‏ ×4= ل х-0,3 ианә.‏ 


السؤال الثالث: 
ما هي المساحة تحت النحنی: у-2х-х?‏ 


الو حدة الثان 


نیم عشرة 


أسئلة التقویم الذاتي 


السوال الأول: 
احسب قيمة التکاملات الاتية: 


(a) Ї (Зх? + 2x --5)х 5 (x +1) dx (с) تن‎ - 
1 1 -1 


السؤال الثاني: 
آوجد الساحة تحت منحنی الدالة: 
у-х2-2х-3-0‏ 
السوال الثالث: 
آوجد الساحة الحصورة بين منحنی الدالة ومحور السینات 4 کل حالة من 
الحالات الاتية: 
(а) у-х?, х-0,2 (b) у=х? - 4х‏ 


الوحدة الثانین عشرة 


АУА 3 


ركزت هذه الوحدة على آهمية التحامل وتعريفه» حيث یعتبر التحامل 
من المواضيع الهمة + الریاضیات ویحظی باستخدام واسع © كثير من فروع 
العلوم المختلفة. ویعرف التکامل بأنه عبارة عن العملية الععكسية للتفاضل. 


كما تتاولت الوحد: التکامل غير الحدود » ورمزنا للضيغة العامة مثل هذا 
النوع من التکامل بالرمز: 


| f Go ах 


وتتاولت الوحدة أيضاً القوانین الختلفة للتکامل غير الحدود » وتم تعزیز 
ذلك بأمثلة توضيحية ليتمكن الدارس من استیعاب وتطبیق هذه القوانین. 

كما АЕ СЕРА ТТЕР ОЧТУ А ПРИМИ‏ 
لستخدمة لحساب مثل هذا النوع من التحامل هي: 


0 
| f oo dx 


وتضمنت الوحدة Lí‏ أمثلة توضيحية بینا فيها كيفية حساب المساحة 
تحت منحنی الدالة f (X)‏ ومحور السینات ‏ . وتكون الساحة 2 هذه الحالة 
بالوحدات المريعة الموجبة. 


4 إجابات الند ریات 


التحامل غير المحدود: 


تدریب1: 
(а) [ах =x+c ‚ (b [-3дх=- 3х 4+ 6‏ 
وک نت (Ока = x? +e‏ 
(e) 2 dx = 2х +c‏ 

تدریب2: 


مب+ٹر۔ ×ةا(۱+))] (a)‏ 


(b) [çs +2x =5) dx =x +x?” - 5x +C 


(O) | x“ (4х +3) dx -1(4х7 + 3x) dx 
= x +x + و‎ 


Ф‏ يلاحظ أنه تم ضرب القوس 57 " ومن ثم ایجاد قيمة التکامل. 


3 

j (4) [(x—2)(4x2 +1)dx = [(4x3 —8x2 + x— 2)dx 
3 

8, 

© +2 کہ کے :|(4х7-8х2--х-2)дх‏ 1 


+ تم ضرب القوس الأول ب2 القوس الثاني ومن ثم ایجاد قيمة التکامل. 


_ 65 
(e) | (4х -3(° dx = 2 с == A من کرو‎ 
— 6 
(Е) ]16 )3 - 2х) dx - 20, МШЕ. ЖИТ 
-2(-6) 3( 3— 2x)° 
(g) ] 7۴ + 6)dx = - +6x +c 
التحامل المحدود:‎ 
تدریب3:‎ 
السوال الأول:‎ 


1 


3 3 
(а) | (x +3)dx =x2/2+3x| -132/243(3))-112/2-3(01 
1 


-(27/2)-(1/2)-10 


4 4 
(b) | (8х-2х )4х-44х7-2х7| 
0 0 


64 
.21507 .ہچ 


4 4 
()| (244у-4у2)ду-2у-у?/4-у?/12| =9 
-2 


-2 


الو حدة الثان 


نیم عشرة 


1 


2 2 
(9) [| 3x(x°-1l)dx =Í (Зх? - Зх)ах 
1 1 
2 
= 3х“ /4— 3х 2/2 | 
1 


-13(2) /4 - 302)2/2]-43х1/4-300/2]=7 


السوال الثاني: 
لحساب الساحة. یتم ایجاد التحامل الحدود كما يأتي: 
3 3 3 
эх |‏ ۱۳۹ 
0 0 0 
وحدة مريعة. 81 = (0)- *(3) = 


السؤال الثالث: 
لحساب الساحة: شحسنب تعمل تقاطم үл‏ "22-5 ۷ مع محور السینات 
Х‏ 
وذلك بمساواة منحنی الدالة تساوي صفرا. 


.“y=2x-× =0 کو سو کا رسرب ہی‎ , Е 


= 2-х=0 -ج جه‎ 2 
1 2 2 2 
Ч | (2х = х?)ах =2х2/2-х°/3| = х? –х?/3] 
1 0 0 0 


= (2)2 – (2)? /30 


=4-8/3=2 ашаа 
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الوحدة الثاني عشرة 


6. التعيينات: 


السؤال الأول: 
أوجد قيمة ما يأتي: 
+6х/х )‏ تم | ) (а) | x(2x +1)? ах‏ 
(с) | (8х77 +4x )ах (4) ] — dx‏ 
Х‏ 
[ух d‏ و аа Ра‏ 7 
Хх x‏ 
3x‏ 2 
3х2-5) 0 h‏ 
(3х2-5) 2хах 01-55‏ | 9( 
السوال الثاني: 
آوجد قيمة: 
y 1‏ 
d b (--4‏ 
تدان 9[ о‏ 
(с) [4х (3х2 + 1( дх (d) (х2 + 2( dx‏ 
السوال الثالث: 
احسب قيمة ما يأتي: 
3 7 ۲ 4 
(a) i. -3х) dx (b) | = dx‏ 
(с) ( (./ 2x +3 ах (4) | (х2-1) dx‏ 1 
Х‏ 


ко 
ا‎ 


2 
(e) Í ах О 


2 


1 0 X + 


السؤال الرابع: 
آوجد الساحة الحصورة بين منحنی الدالة: 
y=x° —6x – 5 Ф‏ ومحور السینات 2Х‏ 


. ۶ ومحور السینات‎ у-х?-4х Ф 


الو حدة الثان 


نيى عشرة 


1 
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